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7th FIN UE HE, QOH ARERR RS SLR. 1000 年 
在 Hilbert 提出 的 23 个 问题 中 不 见 它 的 踪影 ， 因 为 那 时 还 只 是 刚 
MU LÉ. SOR, ERR, MIKE IRS 
PNP OBS, FHHABHRRLARSESA EL ET BR 
=. 在 国际 数学 家 联盟 所 颁发 的 Fields XP, 拓扑 学 者 以 及 与 拓 
扑 学 有 密切 关系 的 学 者 占据 了 显要 的 地 位 ， 拓 村 党 的 激动 人 人 心 的 
AGL eae EH RE RINK A E a a E A. 

Te AS THIER TI SEM RR, FL HERNE nr 
性 类 和 关于 示 性 类 的 其 文俊 公式 . 但 是 固 内 研究 代数 宁 扑 学 和 各 几 
何 拓 朴 学 的 人 数 一 直 不 和 多， 大 概 是 需要 准备 知识 比较 多 的 媒 故 . 
所 以 对 于 介绍 白 扑 学 的 图 书 的 需求 特别 迫切 . 进一步， 就 要 了 解 
ENRAME, REER, SREB RT. KERR RBS 
TRIM BA, RRB HAR RA, ARAM See Ss, 

外 绍 拓 了 扑 学 不 容易 ， 作 者 必须 融会 贯通 ， 才 能 导 开 数学 术语 
HET, UREA. 介绍 二 扩 学 的 历史 更 不 容易 ， 要 从 曲 
折 纷 繁 的 发 展 中 理 出 主要 线索 ， 又 常 要 跨 出 作者 本 人 熟 恶 的 范 
A, FORA. TAHR PEE, ERMA RR, $ 
SRI WR, AI EE MAR UN. 

Ae FAT Bete eee RRS PHM ARERR 
Dieudonné # A À Æ 1960 年 的 《代数 拓扑 与 微分 拓扑 史 》(1989) 
各 截至 1950 年 的 《拓扑 学 简 史 》 (1994). 英国 数学 家 James = 
编 的 拓扑 学 的 历史 》 (1999)， 则 是 个 文集 ，40 篇 文章 各 写 一 
个 领域 、 侧 面 或 人 物 ， 大 致 讲 到 1080 EEE. 近 和 0 年 来 ， 低 维 
所 扑 弄 军 突起 ， 由 于 和 众多 数学 分 支 的 相互 作用 ， 战 为 数学 中 突 
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出 的 生长 点 .本 书 的 最 后 三 章 介 绍 这 个 仍 在 迅猛 发 展 的 领域 ， 是 
个 大 胆 的 尝试 . 

专注 于 拓扑 学 目 身 的 大 史 时 ， 于 于 乓 装 学 的 应 用 、 和 入 别 的 学 
科 的 福 互 联系 和 相互 推动 ， 这 些 读 者 特别 感 兴趣 的 话题 ， 往 往 昭 
HT. 本 上 书 也 是 如 此 . 或 许 这 是 近 平 苛求 了 . 

Khia Oe hE R, heh DK eR. 


= iA 
2004 年 5 月 


作者 的 话 


先 说 这 本 书 的 来 历 . 1997 年 9 月 全 国 拓扑 学 会 议 举 行 之 际 ， 
ZHRRARESHER AH AS. 他 一 见面 就 向 我 布置 写 代 数 
HE ERA HI FU D LUS. RRA RRM RR. RG 
已 开 提 起 这 一 项 还 过 超出 目 已 能 为 的 工作 . 

A EE ip 29 LA Poincaré 1895 年 的 著名 论文 Analysis Situs 
发 表 为 标志 的 代数 拓扑 学 和 和 微分 拓扑 学 的 发 展 简 史 . 

一 门 数 学 学 科 的 历史 如 果 只 是 一 个 编 年 史 表 ， 那 意义 就 趟 大 
T. Re BU SEH RRR, RRMA, A EIF PIH 
PEREPERE, AERATED Enim R, SH 
重要 人 物 如 向 起 作用 和 和 各 时 期 重大 成 就 之 联系 . 

作为 单 修 的 个 人 去 看 一 门 数学 的 历史 ， 会 发 现 历 史 像 是 一 张 
照片 ， 其 中 有 一 部 分 是 清楚 的 ， 那 是 位 于 “景深 ”范围 内 的 . Æ 
出 这 个 范围 的 分 两 种 ， 一 种 是 太 还 的， 景象 模糊 另 一 种 是 赤 诉 
N, hoe, FRR eH Ewa. 

这 里 写 进 来 的 只 是 上山 史 事实 中 较 少 的 一 部 分 . 许多 专门 性 的 
RMAF SASH APSE RAS A CWE RRR. 

最 后 ， 我 在 准备 和 写作 过 程 中 得 到 许多 朋友 的 关心 和 支持 . 
R 21 R RA, TR, BE, MIE, TH. ae og 
WH, GATT WR, LAAFE. 但 稿子 中 的 
FEZERHFRZAMER AN RH, FRE PRA, SLR 
先 表 示 遍 意 ， 本 书 的 写作 连 到 浙江 省 自然 科 党 基金 资助 ， 作 者 深 

2000 年 7 了 月 于 杭州 老 和 出 下 
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1. 本 书 用 到 以 下 常用 记号 . 
N BRAE, BIN= 11,2，…| 
Z BA, HZ=[/0,+1,+2,-! 
Q FHH E 
R 实数 集 
C 复数 集 
H 四 元 数 集 
ZAn 整数 模 n 群 或 环 
R” nn MESES lel, on ARSC RR EG Ss H 
CO n HR tz A] 

2. FARES | ]」 的 引用 可 能 是 人 句子 的 成 分 ,也 可 能 
不 是 句子 的 成 分 而 是 指示 该 句子 中 内 容 出 自 所 引文 献 ， [下 1，2] 
指 文献 [P1] 和 [P 2]. (P1~7] 指 文献 [P 11]，[P 2]，…， 
(P7]. 而 记号 [Br 5; 509-510] 指 文献 [Br 5] 的 509 RÆ 
510 页 . 
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Seth, APART ES RMI, HIF 19 世纪 
与 20 Hang, WAAR E 20 此 纪 的 一 门 数学 HARTER 
发 展 和 和 向 数学 其 他 部 门 的 渗透 对 整个 现代 数学 的 内 容 和 面 散 所 产 
和 后 的 影响 ， 可 以 认为 20 世纪 在 数学 发 展 史 上 是 折 扑 学 的 世纪 . 
这 早已 有 入 作出 类 似 的 论断 ， 例 如 [Dil] 第 7 页 . 

时 然 扣 扑 学 是 一 1 门 新 的 数学 ， 供 其 上 明 芽 很 早 ， 一 般 认为 18 
世纪 的 瑞士 数学 家 L，Euler 和 19 世纪 的 德国 数学 家 B. Rie- 
mann 是 拓扑 学 史前 中 的 最 情态 的 拓扑 学 家 . 但 史学 家 的 研究 发 
HARPER, HEWA 17 世纪 的 德国 数学 家 G. W. Leib- 
niz 家 至 他 的 前 华 法 国 数学 家 R. Descartes. 

拓扑 学 以 前 被 人 们 称 作 位 置 分 析 CL X analysis situs). # 
FERRÉ topology 或 德语 Topologie 的 中 文 音译 ， CET 
19 世纪 中 时 由 德国 人 J. B. Listing 提出 的 ,， 源 自 希 腊 交 roros 
(位 置 或 形势 ) 与 xoyos 学问 )， 但 它 被 普遍 采纳 是 20 世纪 30 
年 代 以 后 的 事 ， 现 今 已 为 全 世界 所 通用 . | 


S1.1 什么 是 拓扑 学 


拓扑 学 在 民间 以 橡皮 几何 的 称号 流传 ， 这 在 相当 程度 上 {但 
| I 


不 完全 1) 正确 地 描述 了 拓扑 学 的 特性 ， 它 的 好 处 是 使 普通 百姓 
者 能 理解 和 接受 折 扑 学 的 基本 想法 . 那么 究竟 拓扑 学 是 什么 ?在 
作者 的 书架 上 的 两 本 常用 字典 中 就 可 查 到 “拓扑 学 " .在 商务 印 书 
馆 于 1979 年 北京 出 版 的 中 国 社会 科学 院 语言 研究 所 词典 编辑 室 
编 的 4 现代 汉语 词典 》 中 解释 “拓扑 学 "为 :“ 数 学 的 一 个 分 支 ,研究 
几何 图 形 在 连续 改变 形状 时 还 能 保留 不 变 的 一 些 特性 , 它 只 考 虚 
aS MiB eR NAR SRE eh. “在 Webster's 
New Collegiate Dictionary, G. & C. Merrian Company, Springfield, 
Massachusetts USA, 1973 中 “topology PIE X 2a 为 :“a branch of 
mathematics that investigates the properties of geometric configura- 
tions(as point sets)that are unaltered under elastic deformations that 
are homeomorphisms( 数 学 的 一 个 分 支 , 它 研 究 几 何 图 形 ( 作 为 点 
集 ) 在 那些 是 同 胚 的 伸缩 性 形变 之 下 不 改变 的 性 质 }" 再 查 “home- 
omorphism RE) "EIERN 2  :“a one-to-one mapping in topology 
between two figures that is continuous in both directions( 拓扑 学 中 
PTT TE fa] OY — Xt — HO XI EE RA)” 

上 面 引用 的 两 本 字典 中 的 话 可 以 作为 拓扑 学 的 正式 定义 ， 梁 
有 学 过 拓扑 学 的 读者 可 以 此 为 出 发 点 来 阅读 本 书 . 但 是 ， 要 想 对 
后 面 的 专门 内 容 有 很 好 的 理解 ， 则 需要 有 较 好 的 数学 的 成 熟 性 的 
修养 或 相应 的 专业 的 训练 ， 并 且 建 议 读 者 参考 有 关 的 教科 书 . 


$1.2 Descartes 5 Euler 定理 


19 2 PH , Foucher de Careil RER BER TER HE 
存 的 Leibniz 的 文稿 中 发 现 Leibniz 作为 外 变 家 在 蕊 黎 逗 留 时 期 
(1672 一 1676) 所 做 的 Descartes 的 一 项 是 为 De Solidorum Elemen- 
tis 的 著作 的 抄 件 ,而 Descartes AIR RGR SE, KIEFER 
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Foucher de Careil (AF 1859 4 H AR RY (Descartes AY A A He A 
作 》 一 书 与 其 他 未 发 表 的 著作 一 道 发 表 了 , 见 [Dej 的 214 ARE 
HER. 

DREH FA ÉLUS RME, 1860 $E. Prouhet Æ [Pr; 
484] 中 作 了 纠正 . 大 们 发 现 其 中 有 一 个 而 题 的 直接 推论 便 是 
Euler NS WATER. | 

Descartes 的 定理 说 : "FEN -TEHRF, SYAHZH 
SFT 8 parka”. 

FR PERE, J. Bertrand 在 1860 Fit: “由 Descartes # 
Fas) — À SE ISA eA SS THRON RE ER JL ff 
党 当今 成 就 中 超重 要 作用 的 元 素 ， 对 此 Gauss 称 之 为 全 曲率 . 这 
个 Descartes 定理 应 用 于 一 个 凹 井 面 说 ， 一 个 凸 曲面 的 全 曲率 等 
于 4x” [Be]. | 

震 记 所 有 平面 角 之 和 为 w， 顶 点数 为 e, WA ke, TH 
为 了 上 ， 此 命题 说 

Ste - w=4n, 
即 当 取 直 角 为 单位 时 
| »=4e-2). (1) 
男 一 方面 ， 设 tw 为 所 有 平面 角 之 数 ， 则 有 关系 


wat e (2) 
a | 

w=2k (3) 
Hee C193 (2903) TEE Euler 定理 

e— kt f=2. {4) 


BU FAI ER BE D — , Oe TS, — EHE 
Euler 定理 归功 于 Descartes ,而 另 一 派 则 不 同意 .不 过 ,现代 的 数学 
史家 美国 人 M. Kline 在 [KIE] 的 第 50 章 中 承认 “Descartes FE 1639 
FRE “PME J CFR Euler EH ),H# ALi it Descartes 的 未 发 表 
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的 手稿 Leibniz 在 1675 年 也 知道 这 个 性 质 ” 
§1.3 Leibniz 与 位 置 分 析 


Leibniz 于 1679 年 9 月 8 日 给 荷兰 物理 学 家 和 数学 家 CC. 
Huygens 去 了 一 封 信 [Lei; 19 一 20]， 信 中 说 到 他 不 满意 坐标 几 
何 研 究 几 何 图 形 的 方法 ， 因 为 这 方法 除了 不 直接 和 不 美观 之 外 ， 
ADE ABE, 而 “我 和 相信 我 们 缺少 另 一 门 分 析 的 学 问 ， 它 是 
真正 几何 的 和 线性 的 ， 它 能 直接 地 表示 位 置 (situs), afta 
表示 大 小 一 样 "， 但 他 的 想法 未 能 激 起 Huygens 的 热情 . 

Leibniz 同一 年 发 表 了 了 CL), RABI Bes 
本 几何 忻 质 ， 他 把 他 的 研究 叫做 位 置 分 析 (analysis situs). 可 以 
确信 至 少 部 分 地 是 指 的 拓扑 学 . 

这 样 一 来 ，Leibniz 这 位 最 善于 发 明 数 学 记号 的 数学 家 也 介 
然 地 设计 了 一 个 学 科 的 名称 大约 60 年 后 的 Euler 正 是 采用 了 
MEAP Ae, HERR AEE CRM PHS 
A Le RM, Æ Leibniz 第 一 次 谈 到 并 称 之 为 “位 置 几何 ( geome- 


tria situs)” [Eu ll. 


$1.4 Euler 的 贡献 


Euler 的 第 一 项 有 关 组 合 拓扑 学 的 研究 是 解决 哥 尼 斯 堡 桥 问 

E. 可 尼斯 堡 现 为 俄罗斯 的 加 里 宁 格 蔓 ， 原 为 东 普 重 十 首府， 是 

哲学 家 I. Kant 出 生 和 下 非 的 地 方 ， 也 是 数学 家 D. Hilbert 出 生 

的 地 方 . ORR MRA Re (现在 已 有 更 多 的 桥 了 ) 连接 河 

崖 及 河中 的 岛 赎 (如 图 1)， 老 百姓 中 流传 的 一 个 消 遗 问题 是 : 
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能 否 找 到 一 条 路 线 通 过 所 有 七 座 桥 ， 并 有 日 每 座 桥 只 通过 一 次 ? 


A 1 

Euler F 1736 年 写 了 论 交 [Eu 1]， 用 点 代表 了 陆地， 用 线段 
代表 桥 ， 将 问题 一 般 化 成 为 一 笔画 -- 个 连通 的 图 (graph) 的 问 
mam, FFU Tote eee. SSE A ea AR A. 这 
篇 文章 是 我 们 能 找到 的 真正 属于 拓扑 学 的 第 一 篇 发 表 了 的 作 节 . 

Euler HAW KAA HS HAR ZAK E 
的 Euler 定理 . wae HP AS HA, CHARA v, EU 
Ae, WRN +， 则 有 等 式 

voet f=2. 
Euler Æ 1750 年 发 表 了 这 个 结果 [Eu 2]， 并 用 以 对 多 面体 分 类 . 
他 1751 年 给 了 一 个 证 明 [Eu 31， 但 证 明 中 有 洽 洞 . 

1794 年 法 国 数学 家 A.-M. Legendre 给 了 一 个 很 巧妙 的 证 明 
[Leg; 228-229]. 在 凸 多 看 伍 的 内 部 取 定 任意 点 和 一 个 半径 为 
1 以 该 点 为 中 心 的 球面 . 将 多 面体 投影 到 这 个 球面 上 ， 使 每 个 面 
变 成 一 个 球面 多 边 形 . 我 们 知道 这 样 的 球面 多 边 形 的 面积 有 下 列 
关系 : | | 


A; 一 Ne; 一 nn; 一 2), 
其 中 a; 是 第 ; 个 球面 多 边 形 的 第 i TA, n 是 第 j 个 多 边 形 的 边 


的 数 日 . 
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RENÉE, REEIRELNRET SUB HIER 
艾 无 空缺 . 因此 各 球面 多 边 形 之 并 的 面积 等 于 球面 之 面积 ， 于 
是 得 : 


£ i 
dr = > 4 >) a; nn; —2)) =2nu—2re trf, 
i=l ?一 1 


由 此 得 出 Euler 定理 . 

1811 年 法 国 数学 家 A.-L. Cauchy 给 了 另 一 个 证 明 [Cau]. 
他 先 对 多 边 形 的 网 证 明 w-e+ 了 f=1. 然后 当 愉 名 面体 中 删 去 一 
rar, HERE f-1 EACH Euler €M. 1H 
得 强调 的 是 ，Cauchy 在 这 篇 文章 中 还 推广 了 Euler 定理 ， 证 明了 
-et+f-r=1， 其 中 +r 是 立体 之 数目 .后 来 于 1855 年 被 L. 
Schläfli 推广 到 z ÉTÉ [Schl]. 

以 上 的 讨论 限于 组 合 不 变性 ， 还 未 认识 到 是 同 胚 不 变性 ， 


$1.5 Gauss 的 影响 


德国 数学 家 C. 下，Gauss， 这 位 数学 王子 在 几何 方面 做 出 过 
划时代 的 贡献 .他 在 拓扑 学 方面 虽然 没有 发 表 专 论著 作 ， 但 他 时 
常 谈 到 有 必要 研究 图 形 的 基本 人 性质 [G 2; t，81， 对 拓扑 学 的 发 
展 有 深刻 的 影响 . 

直接 影响 有 了 以 下 内 容 ， 当 他 179 年 证 明代 数 基 本 定理 时 就 
改 意 提 到 位 置 分 析 ， 用 他 揭 话 说 ， 他 的 推理 是 “属于 对 数量 的 几 
何 学 有 很 多 有 价值 的 原理 的 位 置 几何 (Geometrie der Lage) 的 ”. 
此 后 ，Gauss 在 1802 # 11 A 21 A & Olber 的 信 [G 2: t. 8, 
103], 1825 年 10 月 30 日 给 Schumacher 的 信 [G 2; t. 5, 400] 
IM S.von Waltershausen 为 他 所 写 传 记 [ Walt; 881 中 ， 都 一 
再 提 到 位 置 几何 (geometria situs), Gauss 还 鼓励 Listing & J # 
及 位 置 分 析 的 书 . 
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Gauss 的 研究 与 拓扑 学 有 关联 的 应 提 到 以 下 方面 .Gauss 在 
1827 FE HN X 《关于 曲面 的 一 般 研 究 》 [G 1] 中 ， 对 于 曲 
全 上 一 个 由 测 地 线 攀 成 的 三 角形 A, ER T E 
名 定理 . UK EHER AH, FE 

|| Kea = gta toa n, 
其 中 a, an 3 为 该 三 角形 之 二 内 季 . 表面 上 这 个 定理 与 丘 扑 
FAR, E ERE B H Euler EHEN. 这 定理 1848 年 被 P. 
O. Bonnet 推广 [Bon] 为 Gauss-Bonnet Art: 在 可 定向 曲面 sS 
上 笃定 一 个 区 域 万 ， 则 有 


56, + | Ads + |] Kaa "= 2ny(D), 
其 中 20, 是 边界 上 所 有 角 点 处 的 外 角 之 和 ，k, 是 区 域 边界 3D 的 


曲线 的 测 地 曲率 ， 反 是 曲面 的 总 曲率 ， XD)=v-etrf, Ho 
v, e, TAR DD 分 成 一 些 多 边 形 后 的 项 点 数 ， BUNMEHTE 
数 . Gauss F 1833 年 在 电动 力学 [G3] 中 用 线 积 分 定义 了 空间 
两 条 封闭 曲线 的 环绕 数 ， 后 被 英 闲 物理 学 家 ]. C. Maxwell 在 他 
的 名 车 RE) PSM [Max; 43]. 


$1.6 Listing 与 Möbius 的 贡献 


德国 人 Listing MA. F. Möbius 都 与 Gauss 有 交往 ， Listing 

1832 年 起 当 过 Gauss 的 学 生 ， 他 发 明了 拓扑 学 一 词 ， 他 在 现存 

于 哥 廷 根 大 学 图 书馆 的 写 于 1836 年 的 一 封 信 中 说 ，Gauss BER 

他 研 尺 被 称 为 位 置 分 析 的 学 科 , 并 且 他 说 他 称 之 为 拓扑 学 .他 还 

说 , “拓扑 学 的 定义 是 场所 的 关系 的 定性 的 规律 之 研究 ” [ Pont; 

42]. Listing 在 1847 年 出 版 了 《拓扑 学 的 初步 研究 (Vorstudien 
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zur Topologie)? [Lis 1], 1862 年 发 表 了 另 一 著作 《空间 复 形 的 
概述 【Der Census räumlicher Complexe)? [Lis 2]， 进 行 了 拓 了 扑 学 
的 研究 $M. Kline [Ki] it, “AAA TEH ie AJL 
HETA, ARR, FN von Staudt 已 经 把 射影 几何 叫做 位 
置 几何 了 .” 

Möbius 是 男 一 位 受过 Gauss 影响 的 人 人， 他 于 1813 午 当 过 
Gauss 的 助教 . 他 是 对 拓扑 学 研究 的 本 性 给 出 恰当 提 法 的 第 一 
上 大， 他 在 1863 年 出 版 的 《初等 关系 的 理论 (Theorie der ele- 
mentaren Verwandschaft)》 [Mo] EA E T TA, EMH 
形成 一 一 对 应 ， 并 在 此 对 应 之 下 分 近 的 点 对 应 着 邻近 的 点 .他 建 
议 研 究 这 样 联系 着 的 两 个 图 形 之 间 的 关系 . 

Listing 和 Möbius E 1858 年 各 自 独立 地 发 现 了 单 促 曲面 ， 其 
中 最 闻名 的 是 Môbius Ar. LOUER XX OU PE AJ NE LE HR T CE 3 HE 
空间 中 来 看 一 个 曲面 ， 现 在 被 可 定向 性 这 个 更 精确 的 说 法 所 取 
iE. BAERS, ARTA AE. 


$1.7 Riemann 的 贡献 


Riemann #4 Gauss 之 后 最 伟大 的 数学 家 ， 人 他 也 是 Gauss # 
业 的 承继 者 ， 他 并 未 发 表 有 关 拓 扑 学 的 系统 的 研究 ， 但 是 在 他 有 
Æ Riemann 曲面 的 研究 中 做 出 了 Euler 以 后 的 最 重要 的 推动 . 这 
些 内 容 主 要 包含 在 他 的 1851 年 的 博士 论文 [Riel] 及 1857 年 
的 《Abel RÉ AIS) [Rie 2] 中 ，Riemann 创造 性 地 引进 了 
Riemann 有 曲面 摄 念 以 给 驳 值 晃 数 单 值 化， 他 发 现 有 必要 引进 Rie- 
mann 曲面 的 连 有 延性， 其 连通 性 定 尽 如 下 : “如 果 在 曲 南 下 上 能 
画 出 =” 条 闭 曲 线 al，az，…，ar， 它 们 各 自 单 狐 地 或 集体 地 都 
不 能 包围 曲面 下 的 一 部 分 ,但 是 它们 连同 任意 另外 一 条 闭 曲 线 
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就 能 包围 ， 访 曲面 就 说 是 其 连 遂 阶 为 xn+1.” 当 下 是 有 边 曲 面 
时 ， 闭 曲线 可 换 成 起 点 和 终点 都 在 边缘 上 的 模 截 曲线 . SR AIR 
Ba 1H, 通常 称 为 单 连 通 的 ; 环 面 则 是 3 连通 的 ， 等 
F. XPRESS TR. 特别 在 分 析 教 材 中 用 以 界定 一 个 平 
面 区 域 的 单 或 多 连通 性 . 

Riemann 的 曲面 连通 性 阶 是 一 个 重要 的 拓扑 不 变量 ,他 自己 
当时 已 经 认识 到 这 点 .其 等 价 的 说 法 是 时 面 的 亏 格 ,如 时 曲面 亏 格 
是 p, MEERA 2p + LÉ, Riemann 曲面 都 是 可 定向 的 . 

Riemann Ba: MR TA Riemann Hatte, Ti 
具有 相同 的 亏 格 . 他 还 看 出 ， 所 有 起 格 为 零 的 闭 的 代数 曲面 都 拓 
扑 地 { 保 角 地 并 且 双 有 理 地 ) 等 价 ， 且 都 能 拓扑 地 枫 射 成 球面 . 
接着 他 建立 了 著名 的 Riemann-Roch 定理 (SEE + À). 

ER, REA W. K. Clifford 于 1877 年 [CI] 用 有 洞 的 球 
面 来 表示 Riemann HH. &EAF. Klein 于 1882 4 [Kle] # 
出 用 实 了 了 兰 干 个 环 柄 的 球面 来 作为 Riemann 曲面 的 模型 .这样 ， 
实际 上 就 完成 了 可 定向 闭 曲 面 的 拓扑 分 类 ， 

Klein 在 1882 年 还 引进 了 不 可 定向 的 闭 曲 面 Klein MH, FF 
PATENT SEA [Kle], W. Dyck [Dy] 于 
1888 年 完成 . 

组 合 的 曲面 分 类 首 风 于 1907 年 的 [De-H]. 


$1.8 Betti 的 贡献 


意大利 著名 的 数学 家 E. Beti 是 比萨 太 学 的 数学 教授 ， 据 
M. Kline [Kli] 说 ，Betti 4 Riemann 因为 健康 原因 在 意大利 度 
HILTZEN, $ uS Rieman, AHM Riemann #b 78 4 
Riemann 的 工作 . 他 进而 认识 到 研究 图 形 的 更 高 维 的 连通 性 的 必 
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Stk. 他 在 1871 [Bet] 引进 了 从 1 到 一 1 维 连 通 数 . AL 
何 图 形 上 能 画 若干 条 闭 昌 线 ， 而 它们 一 起 不 成 为 这 图 形 中 某 个 二 
维 则 面 的 边缘 ， 这 种 闭 曲 线 的 最 多 条 数 称 为 该 图 形 的 一 维 连 通 
u. AARRE AEEA TAARE. 而 它们 一 起 不 成 为 这 图 形 中 
某 个 三 维 区 域 的 边缘 ， 这 种 了 财 曲 面 的 最 大 数 称 为 该 图 形 的 二 维 连 
通 数 .时 高 维 数 的 连通 数 有 相仿 的 定 父 ， 

Betti 的 推广 很 重要 ,不 过 请 注意 ，Betti 的 一 维 连 通 数 比 
Riemann 关于 曲面 的 连通 阶 数 目 上 少 1. | 

此 外 ，Betti 对 于 复 二 维 代 数 簇 作为 4 维 的 图 形 ， 证 明了 一 
维 连 通 煞 等 于 三 维 有 连通 数 ， 这 相当 于 后 来 的 Poincaré 对 惕 定理 . 


§1.9 四 色 问 题 


地 图 上 色 问 题 是 英国 数学 家 Francis Guthrie Æ 1852 年 提出 
的 一 个 猜测 : 四 种 颜色 足 矣 ! 他 的 弟弟 Frederick 把 这 个 猜测 转 
#A. De Morgan. A. Cayley Æ 1879 年 的 交 章 [Cay] PRA 
他 不 能 证 明 . FERRARA LU BA ARE "EN, BBR 
表 了 ， 但 都 被 发 现 是 错误 的 . 甚至 有 人 说 ， 例 如 H. Whitney 
[Why 16], “每 个 伟 天 的 数学 守 都 曾 研 究 过 这 个 问题 ， 并 且 在 某 
个 时 刻 试 为 他 已 经 证 明了 该 定理 "， 当 然 ， 还 有 流传 的 故事 说 ， 
FEARS AA ART oE A GER RSS. 总之， 这 
MAR A AT LUTTE, 但 困难 得 使 上 伟人 们 也 会 碰壁 的 拓 
扑 学 难题 . 到 1976 年 已 获得 一 个 利用 计算 机 辅助 的 证 明 [Ap- 
Hj， 不 用 计算 机 辅助 的 推理 证 明 至 今 尚 未 获得 . 
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§1.10 Jordan 曲线 定理 


法 国人 C. Jordan 在 他 1887 EHEN (A 
(Cours d'analyse)? [Jo] 中 握 出 了 平面 上 的 现在 称 为 Jordan 曲线 
Bere, FERETIT-TEHE, BAR Jordan 曲线 定理 : 平面 上 
的 Jordan 闭 曲 线 把 平面 分 成 两 个 部 分 ， 同 一 部 分 中 的 两 个 点 均 
可 用 完全 位 于 该 部 分 的 折线 连接 . Jordan 本 人 提出 了 证 明 ， 但 不 
IE. 许多 杰出 的 数学 家 也 提供 了 不 正确 的 证 明 . À À] 1905 年 ， 
美国 人 O. Veblen 给 出 了 第 一 个 严格 的 证 明 [V1]. 不 过 ， 现 
今 这 个 定理 的 人 恰当 的 表述 应 和 将 其 中 Jordan Hi Eh ik RAIA Si 的 
HER, BIER” TRE TE 19 HHA RRR. 

值得 提醒 的 是 ， 这 个 定理 的 一 再 推广 正 是 代数 拓扑 学 发 展 中 
的 重要 闪光 点 之 一 . 
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第 二 章 Poincaré 时 期 


一 般 都 认为 代数 拓扑 学 和 微分 拓扑 学 的 正式 况 基 荐 由 法 国人 
H. Poincaré M 19 志 纪 90 年 代 开 始 . M, Poincaré 从 1892 年 
开始 发 表 了 一 系列 论文 [P 1 一 7]， 其 中 介绍 了 同调 ，Betti 数 ， 
基本 群 ， 抗 系数 ， 单 纯 复 形 组 全 方法， 对 偶 定 理 等 ， 确 定 了 至 今 
AERA e A PA REA SAIS. 但是， 在 Poincaré 
的 上 述 论 文中 ， 基 本 的 结论 通常 缺乏 证 明 . 事实 [三 ， 当 时 尚未 能 
设计 出 人 台式 的 论证 技术 以 完成 严格 的 证 明 ， 尽 管 19 世纪 来 在 数 
学 分 析 领 域 中 由 K. T. W. Weierstrass KANN — 22 4 AN A 
论证 的 作风 ， 以 及 由 几何 学 的 公理 化 齐 产生 的 对 纯粹 数学 的 逻 得 
化 的 深刻 认识 ,已 被 数学 界 普遍 认同 . RARE TS AR 

“4 Poincaré 的 第 一 简 长 文 [P2] ABI. HE A P. Hee- 
gaard 在 1898 年 的 学 作 论 文 [He] 中 对 它 提出 了 批评 ， 这 引起 
了 Poincare 继续 深入 的 人 研究. 


$2.1 Poincaré 的 第 一 篇 长 文 


Poincaré 的 第 一 篇 哲 扑 学 论文 是 一 篇 短文 [P1], SRY 
注 说 这 是 他 的 第 二 篇 拓扑 学 的 论文 [P2] 的 摘要 ,而 [P2) 是 
12 | 


1895 年 发 表 的 一 往 长 达 121 页 的 文章 ， 题 为 Analysis Situs. 
在 Analysis Situs 的 前 三 节 中 Poincaré 给 出 丁 他 研究 的 空间 
的 定义 ， 那 就 是 某 个 R 中 由 pp 个 整体 方程 和 gq 个 整 蛋 不 等 式 
F(lxı,t2,"" Tr) =O, 


Fix, an) =O, 


F,(x1»23,°",2,)=0, 
PU (1) 
EEE xe, >D, 


. Pat) Ez aw, JO, 


Pyktis Tre r,) > 

所 界定 的 集合 ， 其 中 的 正和 9? 为 C wel FEN Jacobi ERY 
FA pp， 人 他称 这 个 集合 为 一 个 nn 一 上 HERE. 这 个 定妆 是 我 们 今 
天 采用 的 C' 流 形 的 特别 情形 ， 因 为 C 流 形 可 以 由 局 部 方程 组 
来 界定 . 由 (1) 界定 的 流 形 一 般 来 说 必 融 边 的 ， 其 边 绿 是 (1) 
中 的 本 一 不 等 式 p 0 REX op, = 0, 1<a<g, PA ENE 
全 之 并 ， 他 称 之 为 (1) 所 界定 的 流 形 的 “完全 边缘 ”. 

AIEE T BIT RE ZR, RS KA) CM 
ar. Hi IT FI RE ACTE A ELA E EIN, MER 
一 样 的 . 

为 了 是 广 流 形 的 定 辣 ， 他 认为 知 流 形 V 由 (1) FE, MA 
1) LÉ F, 中 和 任何 两 个 对 调 后 ， 则 所 界定 的 流 形 是 V 的 “相反 
me”. 从 而 规定 由 (1) 界定 的 V 的 定向 . ANSEHEN 
部 分 由 (1) FEAR =0 RAE og, = 0 M gg >0 (8Ér) 所 界 
FE, M o ZEB F, Ro, 之 顺序 规定 用 现在 的 说 法 ，% 之 定 
回 为 由 克之 年 向 诱导 的 定向 . 

然后 他 引进 了 重要 的 概念 “同调 ”， 类 似 于 Riemann Al Bet- 
ti, Poincaré 考虑 一 个 给 定 的 p EME W 中 的 一 组 g 一 1 维 无 边 
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TUE oy, v2, t’ w (Sp), MR EMI WR - TE 
A g 维 子 流 形 VO "RER", AS AERA 
vp t vg too +0, (2) 
称 此 关系 为 vo 92,00, n ZUM ER”. ERRES 
PY (2) 式 的 推广 ， 如 
kyu, t kava kava t Rav, 
HCFR ki, ko, ka, ka AE, TH vis, vo, ty, va A W Pe -1 
ETNE, RS W 中 存在 一 个 g FE V, HE "zei" 
HA, TA PA v 4. 个 稍 有 不 同 的 va, ka 个 簿 有 不 同 的 
v3 “RRR” UR ka CHAP va 的 “相反 流 形 ”所 
组 成 . 接着 他 声称 :“ 同 调 可 如 通常 的 等 式 一 样 被 组 合 ”"， 这 就 是 
说 同调 关系 式 可 以 作 加 法 和 减法 ， 从 而 一 般 米 说 如 下 的 同调 关 
系 式 
kyu, E kava +t oo + kv, —0 (3) 
fe AAG Mo, AP kis kas +, ka 为 任何 正 的 或 负 的 整数 ， 
©, 0%, °°, n AW Pa-1l 维 子 流 形 . 他 甚至 在 例子 中 用 到 
TEEN: 对 任意 整数 c#O, FM Dko 与 Ieko; 一 0 等 价 . 
这 里 有 三 点 不 够 清楚 . 第 一 ， 当 为 正 整 数 ,， ve AW 的 
q 一 1 维 子 流 形 时 ， 个 稍微 不 同 的 w 是 什么 意思 ? 也 许 应 当 指 由 
viel “TREE” CRE SRB BEBE) 而 得 o We 
个 相互 不 同 的 拷贝 ， 但 是 ， 难 道 能 够 保证 它们 相互 不 相交 吗 ? 现 
在 我 们 知道 ， 这 是 不 能 保证 的 . 
第 二 ， 当 将 两 个 同调 作 加 法 时 ， 他 和 忽视 了 下 面 一 个 绝 非 平凡 
的 困难 . 设 给 了 a 维 子 流 形 V 和 VV 分别 各 实现 一 个 同调 ， 如 何 
得 项 必 有 一 个 9 ET WER “TEAR” PE Y 的 “完全 边 
BR" 5 Y 的 “完全 边缘 ”之 并 ? 设想 将 VUV 拿 来 一 般 是 不 行 
的 ， 因 为 WW 与 VW 可 能 有 公共 部 分 ， mE TAERA, Am VU 
WV 并 不 是 一 个 g EFT. 
=, ER: 对 oO, A jv; 一 0 与 同调 Ecko — 0 等 
14 


价 是 不 能 证 明 的 . 这 其 实 是 一 个 错误 的 结论 ， 搁 系数 将 由 此 而 产 
+. RAA S 2.2 PRA. 

紧 接 着 Poincaré EX Betti MHP. HEV Eph n 维 流 形 ， 
他 对 于 1 所 9g 志 nn 一 1 定义 VV Hoe Betti RP, 为 在 V 中 存在 其 
最 大 数目 为 已 -1 个 紧 的 连通 的 g 维 无 边 子 流 形 它们 是 “独立 
的 "， 即 不 存在 系数 不 全 为 0 的 同调 . 他 并 且 认 为 这 些 数 P, 
Pa, co, Pa- 1 就 是 Betti AA “HER”. BARN RAS T JLA t 
子 ， 写 下 了 它们 的 Berti 数 . 

在 接 下 来 的 一 节 中 ，Poincaré 转向 n 维 流 形 中 的 微分 p 形式 
(pin -1) HAS. WM, Riemann 对 n = 2 的 情形 ，Betti 
对 一 般 的 nn A p = Ron - HAES) 1 JERA 2 — 1 形式 的 积 
分 的 周期 与 Betti 数 之 间 的 关系 . 虽然 那 时 尚未 引进 外 微分 算 子 
d, 18 Poincaré 用 可 积 人 性 条 件 来 表述 一 个 PER ZRH, HH 
于 在 现今 的 记号 下 dw = 0. 这 种 形式 在 紧 的 无 边 p 维 子 流 撒 上 
RP ot BOA A, fhe SAS AS P, 一 1 个 周期 的 有 理 系 数 
”的 线性 组 合 . HEEN de Rhan 定理 的 第 一 步 ,， 法 国人 EE. Car- 
tan 30 FUROR TA, Roe eet A G. de Rham WẸ 
大 成 就 ， 这 同时 也 是 上 同调 的 萌芽 (SIL S 10.4). 

Poincaré 在 第 3 W P HGA AE PAi FR EHE ER, € 
ADAB: 对 于 肾 的 连通 购 可 是 加 的 无 过 n AMIE, 5 1€ 
pn -1 时 有 P,=P,_,. 在 这 个 定理 陈述 之 后 ， 他 说 到 这 个 定 
理 已 被 一 些 数学 家 所 知晓 并 应 用 ， 但 他 未 谈 到 他 们 的 名 宇 . ZH 
Py SCAR, A Al Betti 是 其 中 之 一 (ZU 818) 现今 都 称 这 个 定 
FRA Poincaré AHR EM. HEBA h Poincaré 引进 了 一 个 重要 的 新 
Min. HN FE TA mI n MIE U A A p An p M 
FT Æ 10 9 FRE V MV, B M EV SV, 的 一 个 公共 点 且 
VI 各 V ÆA M BEUZET — HA, ME V 和 V EA 
M RAHE; 这 时 Poincaré Æ AWHEA SCM) A +1 KR — 1, 视 
Vi 和 V2 在 点 M 之 定向 按 顺 序 组 成 U 在 点 M 之 定向 与 否 ， 这 
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ESE MRE BI RENTEN A FE ETSY 
mes. RE, HV, FV, 只 在 有 限 个 点 M, M, ce, M, 处 
模 截 相交 ， 他 记 N(Vi,V2) = > SM). 他 希望 证 明 在 有 
向 的 n 维 流 形 U 中 的 若干 个 有 向 的 紧 的 无 边 的 连 道 的 g TR 
Bo, vu, °°, u 之 间 的 一 个 “ 辣 调 ” 等 价 于 这 样 一 个 事实 ， 
对 于 U 中 的 任意 有 向 的 (n - 9) 维 的 与 每 个 ww 只 横 截 相交 于 有 
限 个 点 的 子 流 形 V 而 言 有 
NINCV, v) = Ü. 
由 此 不 难 推出 P, SP HH g 与 a 一 4g 之 地 位 ,得 等 式 
P,-,=P,, NEXREM. 
Poincaré X FEAA RTE gan 1i 的 情形 的 证 明 至 少 当 
D 都 不 同时 看 来 是 对 的 ， 一 般 情 彤 他 并 未 考虑 . 但 是 ， 当 
1<e<z-1l 时 他 的 证 明 企 图 是 不 可 信 的 ， 它 假设 存在 一 个 光滑 
的 {g DETREW 包含 所 有 的 vw,， 考 虚 交 集 V'=V 门 W 所 
成 之 一 维 子 流 形 ， 并 将 à = n -1 时 的 结果 应 用 其 上 ， 正 如 后 来 
Heegaard t iL AI, EN GRR IAEA AB AY W, ANUS W 中 的 每 
条 曲线 VET = VOW RP (n -91) 维 子 流 形 V 成 立 . 
在 Analysis Situs 中 瑟 一 个 重要 不 变量 是 基本 和 群 (#12 HR). 
虽然 空间 是 连通 的 流 形 ， 但 基本 群 的 定义 与 我 们 现在 采用 的 本 质 
上 一 样 . RX WHR, RE -点 a EX， 以 a 为 起 点 和 
终点 的 道路 称 为 环 路 ; 两 条 以 a WIR RATER à 和 8 合成 一 个 环 
路 a8 为 先 沿 a ERE BE: 环 路 a Lilo (Whe 之 反方 向 走 . 
两 条 以 a 为 起 点 的 环 路 称 为 等 价 的 ， 如 果 它 们 可 以 互相 “ 形 
35”; SF, Poincaré KU a 为 起 点 的 环 路 的 等 价 类 按 合成 所 成 
的 群 为 X 在 点 a 的 基本 群 ， 采 用 现在 的 记号 记 作 r(X,a) 或 者 
m,(X,a).Poincaré UEHARA T E EX ER -NHENK, o Ela 
为 起 点 5 为 终点 的 道路 ， 则 对 以 5 Ce RAI à, XL a H 
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起 点 的 环 由 waw |, TEX- Tim (XR OX, AS, 
从 而 可 以 将 N (X, a) ER RA (KIT FE a. 

在 第 三 个 补充 [P 5] 中 Poincaré X} X 是 一 个 特殊 代数 曲面 
RET). 而 在 第 五 个 补充 [P7] 中 他 运用 了 基本 群 构 
作 了 一 个 著名 的 三 维 流 形 ， 一 个 紧 的 无 边 的 三 维 流 形 上 共有 与 三 维 
球面 一 样 的 同调 而 具有 非 平凡 的 基本 群 . 

Poincaré 还 指出 下 和 面 的 事实 . HE PEA O, PE 
A-TAAR ARN A HA Asem MK s SA AKA 

Syl Sart sen = Id, 
其 中 à, 为 正 的 或 负 的 整数 ， 则 此 关系 给 出 了 cj 之 间 的 一 个 
“同调 

jll F aata tt tac, 0. | 
Poincaré 未 加 证 明 地 陈述 了 所 有 一 维 的 “同调 ” 均 可 以 如 此 得 
到 . 这 个 想法 的 精确 手 述 是 下 述 关 于 基本 群 与 后 来 采用 的 一 维 同 
调 群 之 间 关 系 的 重要 定理 : AA Ren, (XA AR ee 
同调 群 瑟 ;( 瑟 :Z) .其 证 明 可 在 现行 标准 的 教科 书 上 找到 ， 例 如 对 
局 部 有 限 单纯 复 形 可 参考 [Se-T 2; 177 一 179]， 对 奇异 同调 可 
参考 [Gr-H; 63 一 66] 或 [ 陈 ，180 一 182]. 

Poincaré 已 经 知道 两 个 流 形 具有 相同 的 Bert 数 不 能 保证 
BEINN, ABB TATA YS: 

i1. 是 否 和 存在 两 个 不 同 胚 的 流 形 ， 具 有 相同 的 Betti 数 和 相同 
的 基本 和 群 ? 

2. 给 了 任意 群 G， 是 否 存 在 流 形 以 G 为 其 基本 群 ? 

在 第 15 Fh Poincaré 研究 了 二 维 球面 5 作为 实 射影 平面 
RP 的 二 层 复 登 空间 ， 他 用 了 G. Veronese NERSFS—R°:(z, 
yi z(x,y’, 2? ay, 92,27), FR RE 中 一 个 紧 的 无 边 的 二 维 
TRY, FABRE “EM”, BRA. thine T 
PAP PR A Fe PA 2s fa] W = S97 1 x St LE Re zit, Han, 
n= gig +3). 
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最 后 二 节 Poincaré 转向 推广 Euler 定理 .Euler 定理 说 ; 对 一 
RERHM SHAMS, vw 表 其 项 上 点数，e RHA, AHE 
数 ， 则 有 关系 式 、 

weet f=2, (4) 
在 这 以 前 Schläfli [Schl] 及 其 他 若干 数学 家 都 尝试 过 将 Euler € 
理 推广 到 n 维 ， 但 均 限 于 考 虚 凸 多 面体 . 将 (4) 式 的 左 端 搞 成 
40 ga AU 

am taa te + (—-1}" lon, (5) 
其 中 a, ASMA ERA HA. Poincaré 发 现 这 个 定理 应 当 是 
一 个 纯 拓 扑 学 的 结论 ， FFAS XE n 维 流 形成 立 . 于 是 
Poincaré RHAH THR RSP PRE RELI. 设 W 是 一 个 n 维 流 形 ， 
V EW 中 的 一 个 pp HETE. VW 是 有 限 个 互 不 相交 的 “有 和 胞 腔 ” 
所 成 的 族 本 之 并 ， 这 些 胞 腔 的 维 数 夺 p， 每 个 ;7 Hee OW 
的 某 个 j 维 子 流 形 UU 的 一 个 开 子 集 使 得 c EU 中 的 闭 包 FF EU 
PATA ART R 中 的 一 个 开 子 集 ， 使 之 将 = eR 
个 闭 球 体 而 将 c PR ABB. HEA ce HEU Pee Nc HET HP 
u RRS OH, AS; -1 接 后 来 德国 数学 家 H. Weyl 在 
[Wey 1] PHAR, RIRE TX VM- TERM. 
Poincaré 注意 到 T PHP - VDERERFA T PRT p ERBE 
<A. ia, AT 4) 维 胞 腔 数 ， 他 租 证 明 交 错 和 

tan et tÈ — 1) Pag (6) 
RRM V 而 不 依 束 于 工 . 

Poincaré À Fc JA FER. BRR W 有 两 个 三 角 前 分 了 和 
T, $ TAT HPAES TT PRR eRe SR, CRO E V 
HATH Aas. RUN TEREA T&T A, Ale (6) 
不 变 即 可 . 然而 他 很 快 发 现 T 中 一 个 胞 腔 与 工 中 一 个 胸腔 之 交 
集 或 其 连通 分 支 不 必 是 一 个 胞 腔 ， 因 此 这 条 淖 来 前 途 沦 明 的 大 道 
凋 到 了 巨大 的 困难 .当然 人 们 是 不 死心 的 ， 以 至 后 来 在 1908 年 
德国 人 Steinitz [Stil 提出 了 著名 的 猜测 Haupivermutung EF 
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a), WA BIT II oe = Ft El ot BAA A DET, X 
Ve FIRE BY IE ES ER. 同时 将 主 猜测 推广 到 对 复 形 的 情 
形 ， 这 引起 了 几 二 年 的 关注 .对 于 二 维 的 流 形 ， 即 曲面 ， 由 分 类 
定理 的 证 明 得 知 主 猜 测 是 成 立 的 ， 见 [Stil; 183]. 对 于 三 维 流 
#2, E. Moise 于 1952 年 [Moi 11 证 明 主 猜测 是 成 立 的 ， 可 参 
M, [Moi 2; 253]. MANS, J. Milnor 于 1961 年 证 明 主 猜测 
对 6 维 复 形 是 不 成 立 的 [Mi 8]. MAKES MAP, Az 
1969 年 由 R. Kirby Æ L. Siebenmann 证 明 主 猜测 也 是 不 成 立 的 
LKi-S]. 详情 请 参考 823.1 和 $23.4. 

为 避免 这 个 困难 ，Poincate 答 二 了 另外 一 个 方法 . 5 VA 
START, TATE V HRP MAS, He THE V SR 
的 茶 个 “三 角 章 分 ”相交 而 成 ， 而 RY AX “= AAA" HN 
HE Hi Fee BB ES 0 SSL AT EFF Hi x, = ko OSEN, k=0, +1, | 
+2, 的 并 集 之 会 集 的 连通 分 支 . 然后 比较 TIT. 但 这 
也 是 注定 不 会 成 功 的， 因为 一 个 CI 甚至 于 C” 流 形 与 一 个 线 艇 
相 迹 可 以 出 现 非 常 病 态 的 结果 ， 对 此 Poincaré “4 Hy By AE St ELA IA 
By. MUR BX TP AOA] FER BY A EAR, SEF Poincaré 
后 面 的 推理 ， 那 还 是 很 精彩 的 : 网 格 的 细 度 5 充分 小 时 ， 介 许 
他 鼻 讶 工 的 胞 腔 中 那些 位 于 人 的 户 维 胞 腕 的 内 部 的 扎 岂 于 工 的 
某 个 单个 g 维 胞 腔 A BE”. 于 是 他 能 对 pp 运用 归纳 法 . 这 
个 想法 正 是 后 来 荷兰 人 L. E. Brouwer MERA W. Alexander 的 
IE A AJ LE RAA U ERA Se “FES ES} ok — RR BE 
WIE. 

Poincaré RAAB =A JEA AREH (6) 与 三 角 前 分 无 
K, THEM Betti 数 表 出 ， 即 现今 所 说 的 “FEuler-Poincar& 示 

3-PitPa- Ps Hp ALB, oy 
Phi Pratt P-P, 5p 为 奇 . 
EE, MASSE p-2 和 3 的 情形 . 当 9 = 2 mf, AA RE 
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是 足够 清晰 的 ， Ep=3N, E XBA C” 流 形 相 区 后 会 得 到 
病态 结果 的 困难 .因此 这 个 情形 的 证 明 其 怀 是 失效 的 ， 现 在 ， 当 
我 们 采用 了 三 多 剖 分 和 用 群 的 语言 来 表述 “同调 ”时 ,可 以 容易 
地 推 得 (6) 式 = (7) 式 ， 并 且 对 于 和 任 一 复 形 也 成 六 . 5 Betti 
ey ay fa] Va] BE AY Sa fh HR FE PE RS WE A, KO A ME TA TR H, 
Poincaré EHRT SEA ARAN BM. 

以 上 就 是 Poincaré 的 有 关 拓 扑 党 的 第 一 篇 长 让 Analysis Situs 
[IP 2] 的 主要 内 容 . 这 篇 六 章 因 其 极为 证 涂 的 构想 而 使 人 看 迷 ， 
同时 亦 因 其 中 几乎 所 有 重要 结论 都 责 和 之 证 明 ， ER HUE RAT 
严密 ,或 其 思路 将 因 本 可 克服 之 困难 而 和 失败， 从 而 令 一 些 人 感到 
PR. AAA AHERE TEREA EE 30 年 甚至 更 长 时 期 的 
Fat REN RE FR, HEHE 60 年 以 后 的 发 展 . 


$2.2 Heegaard 的 批评 与 Poincare 
的 几 篇 补充 


FFE H ER Heegaard 于 1898 年 发 表 了 他 的 学 位 论文 
Forstudier til en topologisk teori för de algebraiske Sammenhäng, 
Copenhague, det Nordiske Forlag Ernst Bojesen, 1898, FREE 
AE IH RH OKA Sur l’Analysis Situs, Bull. Soc. Math. 
France, 44 (1916), 161~242 [He]. Heegaard EXT MBPS 
进 了 Heegaard 分 解 ， 这 是 三 维 拓扑 学 的 基本 工具 之 一 ; 也 许 更 
为 重要 的 是 他 向 Poincaré 提出 了 质疑 ,内 为 他 看 出 了 Poincaré X 
oP ARTE. 关于 不 相同 的 紧 的 连通 的 子 流 形 vi, wo, vi 
之 间 的 一 个 “同调 ”， 他 指出 有 可 能 o ZU A AE SS ER, À 
显然 对 “同调 ”的 实现 是 一 个 困难 .Heegaard ILE T —-71 3 BERT 
定向 流 形 的 例子 : C 中 锥 x?= zy 与 柱 面 |x*|+|y*|=1 的 交 
集 ， 他 断言 其 Betti M4 P,=2, P2=1, IS Poincaré R9 AT 15 
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HF. FESIET Poincaré PRA BW. ZUER, 
Poincaré 发 现 他 在 Analysis Situs 中 所 采用 的 “Betti 数 ” 的 定义 
当时 以 为 同 Riemann 和 Berti 采用 的 “连通 数 " 一 样 .实际 .上 Berti 
的 一 维 连 通 数 等 于 Riemann 的 连通 数 减 去 1. 而 Betti 采 用 的 " 连 
通 数 " 定 头 为 :第 g 个 { 维 ) 连 通 数 是 不 同 的 9 HSER THE 
Dis Uo, ts Ua 使 得 它们 的 并 集 不 是 -个 (gq + LETHE A 
绿 的 最 大 的 .但 时 这 并 不 排除 这 样 一 种 可 能 ,存在 整数 m, 
Mo, tt, ma ETS myvi to man to + man E- TA. lin 
在 RP? 中 RP! 并 不 是 一 个 边缘 ， 但 2RP 则 是 一 个 边缘 . 

Poincaré BA AK LA fil J St HE EH Xi (EEE EE eH Se 
的 . RA AEE ADI AIMER PE Fh, (A DE SE A TE 
第 一 篇 长 文 Analysis Situs 中 只 在 最 后 研究 Euler 公式 时 创立 的 技 
术 能 够 导致 有 关 同 调 全 新 的 概念 . 他 分 别 在 1899 年 和 1900 年 发 
大 了 他 的 第 一 个 补 人 多 [P3] 和 第 二 个 补充 :2P4j]， 从 而 莫 征 了 
“组 合 拓扑 学 ”的 基础 

Poincaré 在 第 一 个 补充 的 节 了 中 介绍 了 Heegaard 的 批评 ; 在 
节 I7 中 ， 先 规定 了 一 个 有 向 的 p 维 流 形 与 它 边 缘 中 的 一 个 Cp 
—1) 维 有 了 问 的 流 上 形 两 者 的 候 癌 是 正 向 相关 还 是 反 回 相 闪 ,然后 
给 了 有 枝 连 通 的 流 形 … 个 三 角 放 分工, 工 的 每 个 胸腔 都 选择 了 一 
Tem, BR 工 的 尾 意 一 个 9 维 胞 腔 a? 和 有 任意 一 个 (a - DE 
BEAT SEM PT —PRMel, SFO 如 果 ot | RAF at 的 边界 
内 ， 等 于 +T 如 果 a? Fal 的 边界 内 并 且 定 向 正 向 相关 ， 等 
FT18 al Tai WARAH HERRAR. 

Ab 2k E FA Analysis Situs FH RE, BRR a 的 线性 


组 合 

Dora! (8) 
为 一 个 “ 流 形 ” 并 称 线性 组 合 

S Aetat) (9) 
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为 组 成 (8) 的 “完全 边缘 ”的 “ 流 形 组 ”. BRE, —H eri 
BE. M (8) 得 (9) 则 是 纯粹 代数 的 . 现今 线性 组 合 (8) 称 
为 一 个 链 ， 同 时 (9) 称 为 链 (8) Pe. 这 里 提醒 不 熟悉 的 读 
者 ,边缘 一 词 是 一 个 代数 的 和 概念， 边界 一 词 是 一 个 一 般 拓扑 的 概 
念 ，V 的 子 集 有 A 的 边界 Fr (A V PTRANCV\ A) MET 
a. i | 

Peincare 证 明了 一 个 链 的 边缘 是 0. 然后 ， 他 模仿 Analysis 
Situs PAUSE, BREE 2 ra 是 闭 的 ， 如 果 其 边缘 是 0; HAM 


来 链 2 aa ET tg +1) 维 链 的 边缘 ， 则 写 下 一 个 “同调 ” 
DT: ~ 0. | (10) 


他 在 节 III 中 定义 “ 约 化 Betti 数 ” 记 为 最 大 的 数 ， 使 得 存在 
(P,-1) PAH, 它们 的 不 全 为 0 的 系数 的 线性 组 合 不 能 用 一 
个 司 调 联系 ， 他 记 T 中 g 维 胞 腔 数 为 ， 并 引进 两 个 新 的 数 a 
和 a, : a a, Ma,-a, FAURE g 维 链 和 Cg +1) 维 链 的 边缘 
在 有 理 数 域 上 的 向 量 空间 的 维 数 ; 内 此 已 -1=0,-0, HH a 
DAT BE Se Be RHE TS Euler-Poincare #2 


a 
~ Q 


Ta 
AT Any kot C— 1) "ag 
=1— (P17+t +(- I)"(P -1) + 6-1)", (11) 
Poincaré 在 第 一 个 补充 [P 31 PAE BARAT ee 
一 个 新 的 证 明 ， 


在 节 IV — VI 中 他 打算 让 明 他 的 “ 约 化 Berni 数 ” 与 他 在 
Analysis Situs 中 的 “Betti 数 ” 是 一 样 的 . 为 此 自 的 他 必须 证 明 : 
(A) V 中 任意 紧 的 连通 的 g BET vw FE Analysis Situs 中 的 意 
MAF 工 中 一 个 g 维 链 ; {B) UL pe, À “Ai ATX 
RPA RI g SESE “TU”. M (A) SIEH BESSERES 
Mule FA SEHR AK). Se al (PB) 在 特 跌 情形 n =4, g=1 
所 做 的 证 明 也 很 不 严格 ， 并且 不 能 推广 钊 - - 般 情 形 ， 不 过 有 一 段 
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从 一 个 三 角 放 分 到 其 加 细 之 间 的 过 渡 写 得 很 精彩 . 

在 最 后 的 节 XI P, Poincaré 企图 证 明 解 析 流 形 的 三 角 放 分 
的 存在 性 . 他 打算 对 流 形 的 维 数 进行 归纳 ， 这 个 契 法 后 来 被 荷兰 
AB. L. van der Waerden [W 2] 和 和 美国 人 S. Lefschetz 及 英国 
A J. H. C. Whitehead [Le-W] 4 BK GE HA (UE HY OT = fy y 
分 性 .但 Poincaré 假设 解析 流 形 V 存在 一 个 由 区 图 的 区 域 之 闭 
CRIER, 任何 两 个 这 种 区 域 都 无 公共 点 并 旦 任何 区 域 都 在 
V 中 有 分 片 解 析 的 边界 . 这 个 要 求 的 确 太 不 显然 了 . 

HE RÉ Poincaré 在 第 一 个 补充 和 第 二 个 补充 中 创立 了 组 合 
拓扑 学 的 几 个 最 重要 的 概念 : 单纯 重 分 《利用 重心 方法 )， 对 假 
ZARA (他称 为 互 反 的 ) 和 关联 和 矩阵 .现今 这 些 都 是 单纯 同调 
论 的 基本 概念 . Poincaré 利用 这 些 概 念 对 “ 约 化 Betti 数 ” 的 对 
类 定理 在 第 一 个 补充 里 给 了 一 个 不 完善 的 证 明 ， 而 在 第 二 个 补充 
里 给 出 了 一 个 最 终 的 证 明 ， 这 是 有 关 同 调 概念 的 决定 性 的 步 又 . 

Poincaré 还 注意 到 虽然 闭 链 > 不 是 一 个 边缘 ， 但 对 于 基 个 整 
数 c>1 来 说 cz 一 0 是 可 能 的 .这 导致 他 给 出 控 系 数 概念 .他 可 
能 相信 拨 系 数 与 三 角 剖 分 无 关 ，, 但 他 并 末 企 图 证 明 . 

Poincaré 还 在 第 二 个 补充 中 引进 了 联 积 (join) M$, Ex 
HITE AMH. 

Poincaré 在 第 二 个 补充 的 最 后 还 提出 了 所 谓 的 “Poineare J 
测 ” 的 错误 版 本 : 一 个 紧 的 无 边 的 连通 的 可 定向 的 = 维 流 形 V, 
E- n HERE S” 的 Betti 数 和 乒 系 数 都 一 样 ， 则 与 S M. 这 
72 1900 年 的 事 . 四 年 后 他 自己 在 第 五 个 补充 [PT 中 举 出 了 一 
个 二 维 的 反例 ， 其 基本 群 不 是 平 几 的 ， 这 个 反例 很 重要 ， 现 今 称 
为 Poincaré 流 形 ， 见 825.1 或 [Rol; 245,. Poincaré 在 这 个 补 
充 中 重新 对 三 维 流 形 提 出 猜测 : 若 一 个 紧 的 无边 的 连通 的 三 维 流 
ÉTÉ EOP PL, IE AMF = ARE SO. 这 个 猜测 是 现代 数 
学 中 晤 著名 的 猜测 之 一 ， 至 邻 尚 未 解决. 

Poincaré MAMIE. 第 二 个 补充 决定 了 由 方程 
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z= Fix, y) 
Fleet RAB, HP r, yv «RARER. BOTH 
16 4 Hb El A0 Berti 数 ， 此 好 不 介绍 了 ， 
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第 三 章 Brouwer 与 组 合 拓扑 学 


L. E. J. Brouwer # fy = A. JK AA St JL fay AIT AE 
1909 EFR HI IRA TNR. fh FoR Hilbert 第 5 问题 ， 并 证 
明了 实数 直线 上 的 C 变换 群 都 是 Lie 群 ， 进 一 步 他 企图 研究 R 
上 的 变换 群 ， 这 导致 他 研究 平面 集合 的 拓扑 学 .他 先 列举 反例 发 
RE 1910 年 [Br 7; 352-366], 其 中 最 出 人 意料 的 是 平面 中 的 
一 个 “不 可 分 解 的 ” 紧 的 连通 的 集合 ， 它 是 该 集合 的 余 集 的 三 个 
连通 吉文 之 边界 ,此 例 立 即 赢得 了 国际 上 的 承认 .接着 他 引进 了 
PBI RS eRe. 并 熟练 地 运用 而 获得 巨 太 的 突破 . 
Brouwer 于 1910 至 1912 年 间 的 文章 中 相继 发 表 了 若干 个 Brouw- 
er 定理 ， 而 使 他 一 举 成 名 ， 他 对 任意 n, MIT n 维 空间 上 的 
一 批 前 人 看 来 无 法 下 手 的 问题 ，R" 中 开 集 的 维 数 不 变 性 ， 区 域 
的 不 变性 ，Jordan 基线 定理 在 n 维 的 推广 ESE SE a AR 
存在 性 ， 向 量 场 的 奇 点 ,映射 度 以 及 任意 紧 度量 空间 维 数 概念 的 
EN. 

回潮 历史 ， 有 理由 认为 Brouwer 与 Poincaré 共同 创建 了 单纯 
Sth. 或 者 更 确切 地 说 ，Poincaré 确定 了 组 合 拓 扑 学 的 对 
R, 包括 引 进 了 一 批 基本 定义 并 罗列 了 一 系列 有 待 严 格 证 明 的 重 
RE, MM Brouwer 则 设计 了 方法 ， 运 用 它 除 获得 一 批 自 己 的 定 
理 外 ， 上 述 Poincaré 的 请 定理 也 得 以 证 明 . 

但 令 人 惊奇 而 不 解 的 是 Brouwer 本 大 并 未 企图 运用 他 自己 的 
方法 去 证 明 Poincaré 提出 的 定理 LM ARE] Poincaré HET, 

25 


EPAPER BSE. DY ie A Brouwer 的 方法 来 证 骨 
Poincaré DER, ZETEISH Alexander 和 Veblen & A 50 
成 的 . 


s3.1 映射 度 


Brouwer 于 1910 年 引进 映射 度 [Br 2]， 并 用 它 来 证 明 所 有 
{HIS DIA Sew. 这 个 概念 并 不 是 全 新 的 ， 历史 上 和 兽 用 其 他 方 
式 出 现 过 . 

设 M AIM 是 两 个 紧 的 连通 的 有 问 的 2” 维 流 形 ， 工 和 T 了 分 
别 是 它们 的 三 角 剖 分. 不 先 一 般 性 ， 人 和 假设 它 们 都 是 欧 氏 单纯 
复 形 . 

We EN TT HER 单 形 的 直径 的 正 数 . WK RT 
的 全 体 顶 点 所 成 之 集合 ， 而 ro 是 从 K° 到 MOR, (RT T 
之 任意 n 维 单 形 ， 它 的 全 部 顶点 集 在 ro 之 下 的 像 的 直径 是 小 于 
e/2. SFT RAB 维 单 形 s， 满足 其 项 点 在 ro 之 下 的 像 都 
ETF T Hen EREE WAR, RIE r AMs 到 天 PH 
IERTE s HRA ES ro —K. RNIARKEUTT HER = 
Hs, 4r 有 定义 时 ，r(s) 是 不 退化 的 . 

HEET HE n ERE, J EERTE 的 重心 的 位 但 
(homothetic) &, HEA <1, IFRS BIE MAKES 
>e. HROBI MARAT T ZEB p EPE (pS -2) 在 之 
下 的 像 中 的 内 点 之 集合 . 可 见 吕 是 一 个 开 的 连通 集 . 

HTF A 中 任意 不 属于 工 之 尾 意 (n 一 1) 维 单 形 在 7 之 下 的 
像 中 的 点 P, R p20 À 920 AAA T in AREA, Er 
有 定 尽 且 > HKEMIRKRRENHMPEHRZH. 重要 结论 是 p- 
g 是 与 点 PP 在 避 中 之 选取 无 关 . 
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为 证 此 ，Brouwer 考虑 用 中 一 条 折线 工 ED MH Pi, 
Pa, ER PAP, te L ERP, p-a RSP BRT 
个 (mn 一 1) 维 单 形 :在 r 之 下 的 像 时 才 可 能 变化 ， 但 按照 设 上 恰 
AT OPA Pn RE s, "ZH. FTESA PAL iir), 
或 者 pe 增加 相同 之 数 ， 或 者 减少 相同 之 数 . 

SRG, Brouwer 取消 对 T 中 任意 n 维 单 形 s，rfs) 是 不 退化 
BRAE. Bo: KIM 满 足 xo 的 相同 条 人 性 ， 除 了 Bts) 非 退化 . 
A PEJ 是 位 于 Bts) 而 不 属于 本 之 任意 (n 一 1) 维 单 形 在 8 之 下 
HRE, M BCs) 当然 不 退化 ， 数 p Me 照样 可 定义 ，p -gqg BE 
FRAP ZO PRIA RS. 

Brouwer DER M Ac, E). BRIBES TT 中 单 形 玉 之 
ERER. 于 是 可 记 作 c(8). 

mw MAM WS ARIST AT RAE, a: MM Bt 
SIRET. 对 于 任意 的 se>0， 可 将 工 换 成 其 革 个 单纯 重 分 工 ， 
使 得 将 T, LA Ko HA MAUR Bf =alK? 满足 上 述 条 件 ， 
mia - TES", ， 从 而 可 定义 c(8s). A FEU, 0 时 
ASITTZAHAR. 先 证 ， 着 了，T ÆT, HATES, 
其 中 了 Ta 是 T HET, 8, h 为 对 应 的 有 映射 ， 则 有 一 个 伦 移 2 
连接 Bi 和 有 Ba， 故 ctp)=cfp8 HUE, 车 Ti, T2 是 人 的 两 个 
任意 的 重 分 ， 则 取 T., T 的 一 个 公共 重 分 T:， 因 为 此 处 是 欧 
RARES, Ts 的 存在 性 没有 问题 ， 故 c(8i)= elh). 

AIA, Al Ke (8°) cE MARES à 的 映射 度 deg(a), 
Brouwer 接着 证 明 它 是 在 同 伦 之 下 不 变 的 ， 

Brouwer HERE, 大 M 是 紧 的 连通 的 和 有 向 的 ， 而 Mf 是 
紧 的 连通 的 但 不 可 定向 的 ， 或 者 MM 是 不 紧 的 ， 则 映射 度 为 0. 

仔细 检验 将 发 现 ，M 的 连通 性 是 必要 的 ， 而 M 的 连通 性 则 
不 是 必要 的 ， 实际 上 ,在 M 有 若干 个 连通 分 支 的 情形 ，M 到 
Mi) —-T 3 2 BRT à 的 映射 度 可 表 成 a 限制 在 3M 的 每 个 分 支 M， 
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上 的 度 之 和 : deg(a)= >,deg(x| Mi)， 即 映射 度 有 加 法 性 ， 这 


一 点 Brouwer 虽然 没有 明确 所 到 ， 但 他 后 来 用 到 了 ， 

Brouwer ZEN HET NIE M 和 M 的 三 角 浏 分工 和 
TRY ve RR [Br 7: 463]. 而 他 在 后 来 的 文章 中 [Br 7; 504 一 
S06]， 作 为 映射 度 的 飞 法 性 的 推论 而 证 明 . be M, MAMA 
三 个 紧 的 连通 的 有 加 的 2 ARIE, aHe Smale T, TMT, 
而 a: MM fla’: MM ER EER, OM 

degfa nana) 一 degfa degia}. 

其 证 明 再 次 用 到 分 片 仿 射 通 近 ， 此 处 不 贡 述 ， 一 号 夷 法 性 会 式 成 
w, ET. T AMKATA. 记 a: MOM Aaa 
ceca H P e: MM ARETES. Hideg (a) B deg, (a) a} Bl 
KAF THAT, URF TAT 定义 的 映射 a WH, fic 
deglzfs) 为 映射 e 关于 Ti 和 T 的 映射 度 ， 于 是 由 乘法 性 得 
deg: (a}=deg,(e)deg (a). Ai MADR degste)=1, HM 
deg: (a) =deg la), Ha RIES MAZZAA. KRU 
的 推理 可 证 映射 度 与 M AZAHAR. 

Poincaré 在 遇 到 画 难 而 纠 绰 不 清 之 后 ， 发 明了 三 角 谢 分 而 将 
问题 变 成 组 全 问题 . 但 这 就 把 问题 的 性 质 改 变 了 . 如 何 证明 不 变 
性 , 这 是 Poincaré ERA MAS. 不 管 是 什么 原因 使 
Poincaré ABR, ARATE ARH TEM RAS. Brouwer ARE 
义 上 映射 度 的 方法 中 ， 核 心 是 利用 今天 称 为 单纯 逼近 的 方法 .这 是 
Brouwer 的 重 太 发 明 ， 开 辟 了 组 合 拓扑 学 严格 推理 的 道路 . 


$3.2 维 数 不 变 性 


19 世纪 由 于 多 元 微 积分 和 解析 力学 的 发 展 和 应 用 ， 数 学 家 
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们 对 R 中 的 子 集 已 很 熟悉 ， 人 们 心照 不 宣 地 认为 及 ”中 的 一 个 
点 只 能 用 个 实数 决定 ， 然 而 在 1877 年 德国 人 G. Cantor ZH 
对 于 任意 n, FEA RA R” 的 双 射 (一 对 一 的 对 应 }， 这 完全 
出 平 大 们 的 意料 ， 并 似乎 对 分 析 学 的 基础 形成 威胁 ， 因 为 经 典 的 
维 数 概念 来 自 R” 的 数 x. BREA]. W. R. Dedekind 注意 
到 Cantor 的 定理 中 的 一 一 对 应 是 极 不 连续 的 ， 他 认为 当 m An 
时 应 当 不 存在 从 R” 到 了 ”的 双方 连续 的 双 射 ， 用 现代 的 语言 
ie, PAPER. 5 m=1 0 :>1 HFR, AA RA A 
个 单 点 来 分 割 而 OR" TE. 一些 数 学 家 在 1910 年 前 已 能 解决 
n=-2M m=3, n>m 的 情形 . 而 Dedekind 猜测 的 一 般 证 明 ， 
则 是 在 Brouwer 的 一 系列 拓扑 学 论文 中 的 第 一 篇 [Bi] 中 给 出 
的 . 此 文 发 表 于 1911 F. 

Brouwer 的 证 明 用 到 一 个 关键 的 引 理 : 奉 连 续 上 映射: 了: 一 1 


IR 对 于 所 有 >z MEIST) -21<Z, MA-ES 


着 方 体 | — >.) . 这 个 引 理 也 是 用 单纯 下 近来 证 明 的 . 

利用 这 个 引 理 Brouwer EA, FEEML- 1.1)" AR” 中 的 
—Pii BTC EASES BRN ¢c. HENHERTER. Rare 
OW o 4, FEO Hee M—T HERS A: C 一 [一 1,1]*, i 
h LO ZAW BOP re OL - 1.1)" Alh(g(r))-x|l< 
>, R53 ENTE. 

MERRER A A. RA KDC HAK AA Ea R 
#— tA T, wT PAC 相交 的 EREZFAÄF. N 
FF PA ny HRB so, AAe Ce) +o, 对 go 的 顶点 a Eho 
(ajEg Ko) 然后 延 拓 为 下 上 分 片 仿 射 的 上 映射 0: 一 [一 1， 
1j”， 设 上 = ho|CC， 则 因为 对 任意 n HERR oe CF, Ay Es LE 
HA, BACs C= hato ACEEA, Mit ACC) ME 
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Be PERE T MARIN, MERE ÄHRR<Z, 


Al A Ce Cad) 一 zl<+ 

进而 Brouwer PTA ICE WA ARIK EHEM T : KE mn. 

(1) 因为 及” 中 一 个 方 体 到 RÉ — TRES K', ERl-1, 
1] FRIES. ACEP ER BH fs Ko 
{—1,1]", A fey ee ee eR — 1,1)" ERA R° PS TEN 
E. 这 是 不 可 能 的 ; 

(2) MFR PRAAK 包含 厦 | 一 1,1]” ARE sg 之 下 
Mie. RAAT ESE Ah: Kol-L1" ACK E 
MBAS, 则 hg:[ 一 1,1]1*“ 一 [一 1,1]” 蚌 一 个 连续 单身 和 且 hh*g 
的 像 是 政 朗 的 ， 这 也 是 不 可 能 的 . 

AT, XF mén 不 存在 将 RW RE R HIFI. tft 
AR" 的 维 数 nn 是 一 个 招 扑 不 变量 . 并 且 这 也 是 历史 上 第 一 次 
明确 地 提出 了 拓 5 站 不 变量 概念 . 


$3.3 区 域 不 变性 


区 域 不 变性 定理 的 陈述 是 :车 A ER 的 一 个 紧 子 集 , 并 日 
fF: AR’ ETERRA, MM PRA BIN RAND RR. 
HSE BP AT en of RRA ZA SP FI EHI CA AI AR IX TER 
可 推出 维 数 不 变性 :假设 对 于 n< m 在 在 一 个 将 RT 中 非 空 开 集 
U 映 成 R PAR BAR" 可 以 看 成 R” PPR 
StF R 中 相对 紧 的 非 空 开 集 VW 使 得 VY 二 UU, 则 有 F#(W) 作 为 
R” 中 的 子 集 是 无 内 点 的 .这 与 区 域 不 变性 定理 柑 蔬 盾 . 

Brouwer 先后 给 出 了 两 个 证 明 . 第 一 个 证 明 [Br 7; 485, 用 
到 所 谓 直 分 制定 理 ， 如 今明 作为 Jordan HREHZIEI Jordan- 
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Brouwer 分 割 定理 的 一 部 分 ， 是 由 Brouwer 在 同一 篇 文章 中 证 明 
的 ， 不 分 割 定 理 说 : TRUER'F- TEEN FR, POU 
是 S* ”中 一 个 紧 的 真子 集 À WR, W UF 是 连通 的 ， 由 
IE FE at BC RAAB AE HE, Brouwer EAT RHE. 8 U eR” 中 一 
个 非 空 的 有 界 开 集 ， 了 是 将 局 上映 人 及 ”的 一 个 连续 的 单 射 ， 并 且 . 
设 存 在 一 点 PE U 使 得 f(tP) 不 是 f(t 中) 的 内 点 .因此 存在 以 
站 户 } 为 中 心 半径 任意 小 的 球面 EEA U. K QEU QEP. 
当 3 的 半径 小 于 F(P) 与 FCQ)LER RE, TRHEF=- FEN 
KUDEATUA P 为 中 心 的 一 个 不 包 会 日 的 闭 球 体 BCU 之 
A. 由 不 分 割 定理 ，U "下 是 连通 的 ，P 与 Q 可 用 一 折线 工 连 
接 而 使 LCOU F. 因此 了 (LL) 性 f(D) 连 接 FP) 和 f(QQ@) 而 不 过 
BSN UU). KET, WAFER TR RASHES. 

Brouwer 的 第 二 个 证 明 [Br 7; 509-510] 较为 简单 而 只 用 
到 映射 度 . KU, FHPEUNDE. 设 B 是 以 P 为 中 心 的 一 个 
小 的 开 球 体 ， 政 =3 是 B 的 边缘 ,满足 BCU. &V ER" \ 
fF(K) 中 包含 fF(P) 的 连通 分 支 ， 因 而 VOf(B). Brouwer 证 明 
V= f(t 上 BB) 时 用 到 了 映射 度 的 局 部 化 形式 . 若 f{B)ZvV, 将 推出 
Q(tf,B,V)=0, NR2B=-KMVNFCKI=- 名， 在 维 数 不 变性 
PJER E, Brouwer 已 经 证 有 明了 存在 一 个 非 空 开 球体 D’ CHB), 
ma D=f ‘(DON B ÆR PHAR, A fD BHD HRD AI — 
Tile. Akad ¢f.D,D)=+1. AR @eeD’, N-Fıo 
d(f,B,g)=d(f,B,V)=0; B-AM, d(f,B,q)=4{(f,D, 
D’)= +1, AMFKTE! 


53.4 Jordan 曲线 定理 的 推广 


Jordan 有 曲线 定理 之 推广 现今 称 为 Jordan-Brouwer EH, EF 
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1911 FHEBHHERH. L. Lebesgue 和 Brouwer A AIS. X 
个 间 题 可 以 细 分 为 三 个 部 分 ， 设 R* POPES BAT Cn - 
1) 维 球面 S” !, M 

(i) RÆ RAJ ELARA: 

GD JER\ AP SBPEARER NSH; 

(ii) RJ BARA Pie =. 

Lebesgue 于 1911 年 3 月 发 表 了 了 L1], 概述 了 () 的 一 个 
WEA. Brouwer 起 初 怀 疑 这 个 证 明 不 正确 ， 因 为 Lebesgue #9 Al ti 
EA. (HAL RATE (Ci) 可 用 Lebesgue 的 方法 证 明 . HE 
Lebesgue 此 后 床 再 与 过 完全 的 证 明 ， 而 Brouwer 也 不 想 写 出 一 个 
完全 的 证 明 ， 可 能 因为 与 Lebesgue fit SE i ae MM m eb Ae A SCH. 
结论 (i) 的 完全 证 明 直 到 1922 EFH Alexander 完成 [Al 4]. 

Lebesgue 提出 的 命题 (i) HUE RU PF. WTOSkz 
nl, KU ERHF- TER TFS TE. WER" 中 一 个 
REFS * Pee Li “ 使 得 L* 与 Li“ ! FR PR (AI 
FER 270). Rn - IN, 5 4 l= 5S? 由 两 点 组 成 ， 此 陈 
述 等 价 于 G. 5 k=0 时 命题 成 立 ， 再 对 必用 归纳 法 证 之 . 设 
gH Sf: SL 的 一 个 分 片 仿 射 到 近 . D, D A SH 
上 半 和 下 半球 面 且 $ =D NAD ; 设 A,，A_ 和 4L*-! 是 它 
HWE Ff 2 PRR. 作为 归纳 假设 L H S BOAR La * 所 
环绕 . 将 Li * 换 成 一 个 任意 近 的 分 片 仿 射 逼近 h(S*-*), 使 得 
g{DAINACSTYIHZTARTA, HAA AAR (ER 
R, 将 局 , 换 成 D.)， 如 果 p 是 这 样 的 一 个 点 ,稍微 变动 一 下 
g. Hp 是 g(S*) 中 一 个 BBB SACS" Pein Ea 
Wo 的 交点 ,并 是 这 两 个 单 形 的 内 点 . 则 og 的 边 绿 与 gt SOR 
此 .归纳 法 完成 . 

Brouwer 发 表 了 两 第 文章 讨论 Jordan-Brouwer 定理 ， 头 一 篇 
(Br 7; 489-404] Rifi Tøm Gi), Ha Gi) 只 说 了 它 
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可 由 不 分 割 定理 推出 ， 而 未 给 出 细节 . 而 不 分 割 定理 则 在 早先 的 
一 篇 论文 中 给 出 了 证 明 . 对 于 任意 点 eC), Ro 是 了 的 一 个 充 
分 细 的 三 角 放 分 中 的 一 个 【aa — 1) 维 单 形 ， 包 含 着 ro 为 其 内 
点 . # G 和 G ER J 的 两 个 连通 分 文 ，y1 E CI Bm € 
Gao APRS EM, TERERAA eG) PER v 和 ya 的 
HRM, FERM EA G 中 的 点 和 G FR, Poe cz, 的 距离 
小 于 o 的 直径 . 这 便 证 明了 Gi. 

命题 Gii) PEE JURA, CRA, RMSE 
深 的 陈述 前 使 得 很 难 读 懂 . 下 面 是 经 过 简化 的 有 关 Brouwer 的 推 
” 理 的 要 点 的 解释 ， 他 反复 应 用 一 个 在 不 分 割 定理 那 篇 文章 中 首次 
提 电 的 一 个 引 理 [Br 73 478]: 一 个 n AA EM EURE 
一 些 不 相 变 的 于 的 Cn 一 1) ARIE RS. 这 个 引 理 是 不 对 的 ， 
因 浆 有 例子 说 明 边 绿 中 的 一 个 tn 一 2) 维 单 形 有 可 能 被 包公 于 
DRE TAT Cn -1) 维 单 形 中 . Brouwer 知道 这 个 事实 ， 而 
用 下 面 的 说 法 绕 过 这 一 点 ， 他 说 对 于 边缘 中 pb 二 ma — 2 维 单 形 使 
不 成 为 假 流 形 的 《xn - 1) 维 单 形 会 成 对 出 现 ， 而 应 当 “ 托 请 ”. 

ma Gin) 的 证 明基 于 折线 状 的 Jordan 曲线 与 (n-1) 维 
单 形 的 环绕 数 概 售 . HERR \ I MARR, GAIAN 
FH, PEG. Brouwer PURE AA PETITE Te p e 
Jordan 折线 工 E45 L MJ BI aaah — tt (mn 一 1) 维 单 形 
o 的 边界 j 的 环绕 数 IE ( 工 , 门 = +1. MERE R \ J 中 存在 第 
LA G. ABREHHEHZKEL,5)=-0. ÉTÉ! 

第 二 篇 文章 紧 根 着 头 一 篇 ， 世 发 表 在 Mathematische Annalen : 
[Br 7; 498 ~ 505] E, Brouwer 利用 藉 一 篇 文章 中 的 办 法 将 
Schönflies 对 R° FAY Jordan 曲线 证 明 的 某 些 结果 推广 到 R” 中 . 
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$3.5 AKASH 


”这 个 定理 Brouwer PRÉ GENRE“ ROR FE SEB” [Br 
3] 中. 在 那里 他 花 了 6 WAKE MRNAS ae, 
而 且 是 全 部 Brouwer 定理 的 证 明 中 最 难 懂 的 . 我 们 介绍 其 轮廓 
FF. 

Brouwer 推广 了 波兰 人 Z. Janiszewski [Ja] 的 一 个 有 关 平 面 
所 集 的 定理 作为 预备 知识 : Ip, ges 1, KAY BIRR IAB’ 
= 1 zl 入 11 的 两 个 不 相交 的 相对 闭 集 . Ip 和 a ER PREX 
EDE Y 所 分 割 ， 意 指 存 在 B 中 的 连接 p 和 g 的 Jordan ML 
UM EE LOX=MAY=6. 则 p Ma FE XU Y WAS, 
即 存 在 B” 中 连接 pp Aly 的 Jordan U N MBNOACXU VY) =. 
Brouwer 用 B” 的 充分 细 的 三 角 训 分 的 子 复 形 构成 的 四 和 YY MR 
REN, FERSHX MY 搞 成 这 些 邻 域 时 定理 成 立 .， 然后 
而 用 这 个 定理 Brouwer TEAR, 车 S 1 中 的 点 bd Ag 在 B” 中 被 相 
对 闭 集 X 所 分 割 ， 则 它们 被 蕊 的 某 个 连通 分 支 所 分 割 . 

不 分 割 定理 的 让 明 本 质 上 用 色 反 证 法 . 可 分 成 三 步 . 

第 一 步 : WJ ER 中 的 一 个 “Jordan Hm”, M 是 了 的 
一 个 财 的 真子 集 .，Brouwer BH, BR \MÆFI-TÉE 
吉文 使 得 p 是 M 在 J 中 的 一 个 边界 点 ，DD 是 R* 中 一 个 以 p 为 中 
心 的 开 球 体 ， 互 =aD 是 及 "中 一 个 《na 一 1) EHE, a, CH 
在 中 被 MD 门 所 分 着 .由 预备 结果 可 知 在 MOD 中 有 一 个 连 
Re 在 口中 相对 闭 ， 包 会 点 p HED 中 分 割 a Ab. Bu = 
tNHOHOM, GEM \ au EJ PMMA: 的 连通 分 支 . 
Brouwer 证 明了 了 关 G. 当 汪 之 三 钊 前 分 充分 细 时 存在 一 个 
(n-DEREWEFGN:H. 
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第 二 步 : 利用 点 五 为 极 ， KR" ij5b1 作 一 个 反 演 后 , DR 
为 及 ”中 的 一 个 开 的 半空 间 ， 以 超 平 面 H 为 其 边界 ,， aH; u 
RAH 的 闭 子 集 而 不 包含 点 2a; GOD 是 /中 一 个 开 子 集 的 同上 及 
R; : EG 中 一 个 相对 闭 子 集 . ce = t NH BG\: BEI 的 三 角 
Hao T 中 的 一 个 {wn -1) SEB. Mea: H\jaloSHME 
a H\ I ea RÉ H Pe aa WEN (an 一 2) ERE SE. 
HA a Gu, So=-nlu: vos, 再 将 o 延 拓 成 连续 映射 o: 
|Ju—S, 

第 三 步 : EN 是 : ED 中 余 集 中 使 得 a EN 的 那个 连通 分 
=. T'ES D tA, E T ASH 相交 的 nn 
ERES HAZE PF RA LATTES (kn 一 1); 这 些 
相交 得 到 的 单 形 组 成 H N —- TH T. 然后 取 THERE 
分 T, ， 和 使 其 细 度 趋 于 0， 对 NU(H \ AEZ BAS N, AT, 
中 包含 于 NU(C 有 和 ww) 中 的 单 形 组 成 ; 点 a 假设 位 于 该 三 解剖 分 
HR (n-1) 维 单 形 go Z AR. 由 83.4 命题 (ai) 证 明 中 的 
sam, NER 中 的 边缘 是 闵 门 五 ( 它 世 含 着 点 a) MSA 
SR PLE L, 的 并 ， 并 且 下 = LNHRHN (2-2) 维 假 流 形 
CH. 对 于 工 , 中 的 不 在 志 中 的 任意 顶点 c， 设 ci Bt 的 一 点 使 
与 c LP Ad (ct). HE cle) = ple). Ace FF rfc)= 
nc). RG r 到 ,上 ,使 之 成 为 分 片 念 射 映射 ;于 是 r: L 
S 是 连续 的 . 微 获 得 矛盾 ， 对 于 充分 大 的 v，， 用 两 种 方法 来 计算 
rt| FF 之 上 映射 度 ， 首先 ， MY FR=-LNH, 3 EX, ML 
中 任意 (nn 一 1) 维 单 形 o,, ro NBAT S 的 半 个 球面 {与 a 
Ae) 中 . Kr 限制 于 sj HWA EHO. He BRA BER Oo 
BERRL HIER (n-2) 维 单 形 是 两 个 1a 一 1) 维 单 形 之 面 
除非 东信 F, 中 而 得 degfzjF =0. 其次， 4 NOH PH 
(n 一 1) PERI, FR oo (和 包 会 着 点 a) 外， 设 它们 很 小 ， 它 们 在 
r 之 下 的 像 属于 SHERE, W 7 限制 于 每 个 这 种 单 形 之 边 绿 的 
映射 度 为 06， 从 而 由 上 映射 度 的 加 法 性 质 deg( r} F) = degin! F) = 
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deg(rlco)= 土 TI. 这 是 一 个 矛盾 ， 此 矛盾 证 明了 不 分 割 定 理 ， 


§3.6 维 数 概念 


在 集合 论 出 现 以 前 ， 数 学 家 们 对 维 数 的 概念 尚未 深究 而 处 于 
模糊 状态 .通常 认为 R" 是 = 维 的 ， 对 一 般 的 图 形 ， 若 它 至 少 要 
用 = 个 参 变 量 来 表示 ， 则 认 交 是 wn 维 的 . 但 19 世纪 后 期 的 两 个 
重要 发 现 合 大 们 认识 到 这 里 有 问题 ， 甚 至 有 分 险 ， 第 一 个 发 现 是 
Cantor 于 1877 年 证 明了 直线 上 的 点 与 平面 以 及 任意 R” 上 的 点 
可 建立 一 一 对 应 .就 是 说 ,平面 以 及 任意 只 ”上 的 点 并 不 比 直线 
上 的 多 . 再 摸 个 说 法 ,平面 以 及 任意 R 可 以 单 参 数 化 .不 过 . 
Cantor 的 证 明 所 给 出 的 对 应 很 不 连续 .接着 在 1890 年 意大利 数 
FÆ G. Penco 发 现 ， 存 在 从 直线 及 到 平面 以 及 人 尾音 R” 的 连续 
BRST, EERIE Peano HR. MRP, PMU REE R” 可 以 连 
续 地 单 参数 化 〈 虽 然 不 是 一 一 地 )， 用 连续 参数 的 数目 来 定义 维 
数 也 似乎 成 了 问题 了 . 于 是 ,一 个 有 符 解 决 的 极 重 要 问题 是 : 是 
否 可 能 建立 R” GR" (nem) SIAR, BEA Cantor 的 又 有 
Peano JTE, FIBRES M RÉ? SE, “Ff Dedekind € 
得 知 Cantor 的 绪 果 后 恒 狂 想 : XF ntm ME, 想必 不 存在 将 
R” RER” By HE BEAD RT. 这 个 猜测 的 肯定 的 解答 将 成 为 
| RSE SBSH hea, ， 因 为 否则 维 数 的 几何 意义 从 而 物 
ie MRR. 当 m=1 M z>1 f, GX REDE, 四 为 一 点 
将 分 割 及 而 不 分 割 R'. EA 1910 年 ， 数 学 家 只 能 和 做 到 加 =2 及 
3, n>m. 而 一 般 的 答案 是 1911 年 用 Brouwer AH, RE 
"ERDE HE” SEB, 283.2. 

但 事情 还 才刚 刚 开始 ， 那 时 Brouwer 并 未 为 拓扑 空间 引入 维 
数 概 念 ， 而 只 是 对 一 个 特殊 空间 R 证 明了 其 由 代数 学 定义 的 维 
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TREY. RGR MATE RS RES. Em 
E, Poincaré 在 1905 年 的 [P 9} #11912 年 的 [P10] FT, SK 
指出 维 数 意 义 的 重要 人 性， 并 建议 用 一 个 归纳 过 程 来 陈述 维 数 概 
念 : 空间 如 果 可 以 被 点 所 分 开 ， 其 维 数 是 1， 如 当 可 以 被 1 维 的 
子 集 所 分 开 ， 其 维 数 是 2， 如 果 可 以 被 2 维 的 子 集 所 分 开 ， 其 维 
数 是 3， 如 此 等 等 . 这 是 历史 上 维 数 概念 最 时 的 牙 形 . 

接 下 来 是 Lebesgue, fb F 1910 年 10 月 从 Mathematische 
Annalen 的 编辑 Blumenthal 处 得 知 Brouwer 有 关 维 数 不 亚 性 的 证 
明 后 ， 在 给 Blumenthal 的 信 中 概述 了 另 一 个 证 明 LI. 这 个 证 
明基 于 一 个 全 新 的 重要 想法 . 他 观察 到 一 个 平面 区 域 用 充分 小 的 
“eR” BEN, BABRRPH ART BSS “eR. 
于 是 他 陈述 了 如 下 定理 : R 中 的 一 个 有 界 的 开 区 域 D 被 充分 小 
的 闲 和 集合 覆盖 时 ， 总 有 该 区 域 中 的 点 属于 至 少 n+ 1 个 这 种 集合 
之 中 . 这 个 定理 当然 立即 推出 “ 维 数 不 变 性 ”， 现 在 定理 中 的 条 
忻 应 用 到 一 般 空 间 时 被 认为 是 Lebesgue BX T RAE RSE . 

Brouwer 于 1913 年 [Br 7; 540—546] 采纳 了 Poincaré 的 建 
说 性 定义 ， 稍 做 改造 以 符合 直觉 MER R PHA EHER 
顶点 后 会 分 开 锥 面 ,， 但 我 们 不 应 当 认 为 圆锥 面 是 1 AE. Brouwer 
采用 的 分 割 性 如 下 : DE THIS, E 中 的 两 个 不 相交 
的 闭 集 下 和 下" 被 集合 C 分 割 开 ， 是 指 E 中 任何 连通 子 集 着 与 下 
AN FE, DS C 相交 .然后 他 定义 空间 是 0 维 的 ， 和 在 它 
不 包含 多 于 一 点 的 连通 集 ， 而 一 个 空间 是 x( 交 0) 维 的 ， ink 
最 小 的 正 整 数 ， 使 得 空间 的 任何 两 个 不 相交 的 闭 集 可 被 一 个 维 志 
nr 一 1 的 子 集 分 割 开 . 这 个 定义 可 以 局 部 化 为 ,空间 在 其 一 点 p 
AHH n, BA p 有 一 个 由 维 的 邻 域 组 成 的 基本 系统 . 

1922 年 苏联 的 P， Urysohn [Ur 2] 和 奥地利 的 K. Menger 
[Men] ix Piz MU ah 20 岁 的 青年 独立 地 同时 提出 了 很 类 似 于 
Brouwer NIEREN. MINA AS RY ERDE - 1; 非 空 的 空间 
MEERE 220, ERRATA ER n IR 
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域 组 成 的 基本 系统 ; 非 空 的 空间 的 维 数 是 + se， 如 果 上 述 整数 
2. -20 找 不 到 .虽然 Brouwer 的 定义 与 Urysohn-Menger 的 定义 都 
是 信 低 维 到 高 维 归 纳 地 进行 ,但 分 割 的 方法 不 一 样 ， 因 此 有 区 
al. 例如 [Hur-W; 13 和 23] 指出 在 Brouwer 的 定义 下 ， 完 全 
不 连通 的 空间 的 维 数 是 0, TA RE Urysohn-Menger 定义 则 可 找到 
任何 有 限 维 的 完全 不 连通 空间 . MX Urysohn-Menger 的 维 数 理 
论 太 有 关 的 问题 已 发 展 为 一 般 拓 扑 学 中 一 个 重要 分 支 ， 读 者 可 做 
考 [Hur-W] 及 [N]. 

维 数 理论 的 某 些 内 容 与 代数 丘 扑 学 有 关 . 对 于 可 分 度量 空间 
E, #4: Urysohn Menger 维 数 是 wn， 出 对 于 p>n 其 基于 有 限 
Fan Cech MR .(E;G)3%0. 值得 注意 的 是 ， 对 奇异 
同 再 则 不 然 ， 存 在 有 限 维 的 紧 致 度量 空间 ， 其 奇异 同调 群 有 无 穷 
多 个 是 非 0 的 [B-M]. 此 外 ， 运用 同调 或 上 同调 亦 可 定义 维 数 
BR, MAR. 


83.7 不 动 点 定理 


里 在 1909 年 Brouwer 就 研究 过 2 维 球面 SZ aj A Et AY) Ze Be 
Hr 他 先 设 SHER WH CAMTEÉ-TAR) 并 且 保 持 定 
ET, HUE bee HE f 的 一 个 木 动 点 t+， 即 使 得 f(x) = .这 个 
证 明 占 了 九 页 篇 幅 [Br 7; 195-205], FAN THE S 上 曲线 
形变 的 复杂 推理 . 1910 年 他 给 这 个 结果 一 个 新 的 证 明 ， 是 作为 
S 上 连续 向 量 场 必 有 一 个 麻 点 这 个 定理 的 一 个 推论 ， 这 里 用 到 
骸 一 个 复 染 的 推理 [Br 7; 303~318]. 

到 了 1911 年 ， 当 Brouwer 给 出 上 映射 度 的 定义 后 [Br 2]， 他 
AE fH AY LA FX TERN, BER f. ST 满足 条 
件 deg( DÆ D ”时 至 少 存 在 一 个 不 动 点 . 这 个 定理 等 价 于 ， 
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PSARAS, Wdeg(f)-(-1)"7'. 

HJA — FERRÉ, HS) ST FRADE eS 
场 的 指数 和 的 计算 . 

在 接 下 米 的 一 篇 文章 [Br 7; 454 一 472] 中 ，Brouwer 得 到 
一 个 不 用 向 量 场 的 简单 证 明 :; 如 果 FAT, 连接 r FOr) 
RIA EIRE RE DK fT ORT AR as vx I MER, nf 
degtai=( 15” .这 就 是 现代 教科 书 上 普遍 采用 的 证 法 . 

上 面 那个 定理 当时 并 未 引起 数学 家 们 很 天 的 注意 ， 可 能 他 们 
疝 不 熟悉 映射 度 这 个 新 概念 AR, AIX Brouwer 的 一 个 推论 
RARE. Re BARI 到 自身 的 一 个 连续 上 映射， We OE 
少 有 一 个 不 动 点 ， Brouwer 证 尖 如 下 ， 将 PT PRES” 的 上 半 闭 球 
ED., DAME. RM g 关于 赤道 对 称 地 延 拓 成 连续 蜗 
Wf: ’>D,CSs. 因为 作为 S 到 自身 的 连续 映射 了 上 不 是 满 
ft, Mdeg(fO=0. 由 上 面 的 定理 f 至 少 有 一 个 不 动 点 ，f 的 这 
TEIA DATDA, MAKTA GE g 的 一 个 不 动 点 . 

这 个 推论 现今 在 各 种 场 台 都 以 Brouwer 不 动 点 定理 而 为 人 们 
所 知晓 . 它 之 所 以 引起 人 人 们 极 夫 的 兴趣 ， 是 因为 它 对 映射 ， 除 连 
续 性 外 无 任何 其 全 要 求 。 而 辣 以 广泛 应 用 以 求 方程 的 解 的 存 
在 性 . 

AS AGB RR PASAY. EMA LAA 
要 .第 一 个 推广 到 函数 空间 的 是 G. D. Birkhoff MO. Kellogg 
于 1922 年 的 [Birk]. HAAR, J. Schauder 在 1927 年 推广 到 有 
基 的 Banach FRI ER [Sch 1], XE 1930 年 推广 到 任意 
Banach 空间 的 凸 紧 集 [Sch 2]， 最 后 又 推广 到 可 分 Banach 空间 
AY SS R OR A ES EE ARE E [Sch3]. 最 重要 的 推广 是 1934 年 
H J. Leray 和 Schauder 在 著名 的 文章 [Le-S] Ar KAS, 他 们 
用 到 了 Brouwer 上 映射 度 概 念 ， 此 定理 在 偏 微 分 方程 理论 中 有 许多 
重要 应 用 . 
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SU se ”同调 的 不 变性 和 
对 偶 定 理 


为 了 将 Poincaré 开始 的 组 合 拓扑 学 建立 在 严格 的 基础 上 ， 前 
后 历史 花费 了 30 年 . 其 中 首先 是 Brouwer， 如 第 三 章 所 介绍 ， 
他 独立 地 人 钊 造 性 的 研究 ， 对 组 台 丘 扑 学 作出 了 根本 性 的 贡献 ， 但 
{hia RE Le SC A ATX, RUA ARE MM OAR 
a, 建立 了 构造 主义 的 数学 体系 ， 并 与 德国 数学 家 DD，Hilbert 
RE PAS. MEE, BM Poincaré 于 1912 HARUKA 
到 20 年 代 末 ， 并 无 人 在 这 方面 了 工作. 阿 调 的 不 变性 这 一 首要 问 
思 ， 历 空地 由 茉 国 普 林 斯 顿 的 扩 扑 学 察 承 担 起 来 .同时 ， 在 欧洲 
RUE, MALE Ay eS NT A ST AI. 


§4.1 组 合 的 同调 概念 


Poincaré 的 研究 对 象 是 C 流 形 ， 有 时 芯 至 是 解析 流 形 .这 

— MARS MARS. 国 为 Poincaré 的 三 角 训 分 中 的 胞 腔 ， 本 

MEARS PAAR CRASHER, AUE EA e a a 

般 的 多 面体 ， 即 后 来 称 为 复 形 的 对 象 来 建立 . EAA. 

wW. Alexander 和 O. Veblen F 1913 年 [AL-V] 实现 的 . 一 个 

复 形 是 指 一 个 里 空间 X 被 分 解 为 有 限 个 不 同 维 数 的 胞 腔 ， 记 这 
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个 分 解 为 荆 ， 工 中 和 任 一 胞 腔 的 边界 是 全 Pa Ee o 
腔 之 并 . TRASHX 的 一 个 三 角 谢 分 ， MAR (X, T), 或 
者 含糊 一 点 ， 肪 ， 被 称 为 一 个 胞 腔 复 形 . 原先 ，Poincaré 还 假设 
了 对 于 工 中 胞 腔 的 最 高 维 数 p 而 言 ， 每 个 (p 一 1) 维 胞 腔 应 当 包 
会 于 正好 两 个 工 中 的 pp 胞 腔 的 边 兴 中， 因为 他 的 对 间 都 是 流 形 . 
这 一 条 在 推广 为 复 形 时 被 去 掉 了 .Peineare 采用 过 的 重心 重 分 的 
方法 甘 然 导 致 了 特殊 的 胞 腔 前 分 ， 单纯 胞 腔 复 形 的 概念 。 在 这 种 
三 角 前 分 T 中 的 胞 腔 均 为 《曲线 的 ) 单 形 ， 并 且 工 四 的 每 个 单 
形 的 每 个 面 均 属 于 荆 ， 这 种 条 件 尚 不 能 排除 这 样 一 种 可 能 ， 芽 中 
两 个 不 同 的 & 维 单 形 的 边界 相交 于 远 比 一 个 单个 的 (& — 1) ER 
BAR RHR. 例如， 将 一 个 训 分 为 两 个 二 角形 的 矩 形 的 两 端 
等 置 ， 得 到 一 个 平 环 的 一 个 所 前 训 分 而 形成 一 个 单纯 胞 腔 复 形 ， 
这 两 个 三 角形 的 灾 由 两 个 一 维 单 形 组 成 . 为 避免 这 种 情形 发 生 ， 
S. Lefschetz 在 他 1930 年 的 书 Topology [Le 8] 中 ， 采 用 了 新 的 
EX. RFEA XIRA OR” PRP XR, ti T P 
AJE A AR ERR X N — TH AR 2 = A T 
中 的 一 个 单 形 ， 并 使 得 个 “中 的 每 个 单 形 的 每 个 面 均 属 于 TT. 我 
们 依照 Lefschetz, WF (X, TA -TRrAER, MR 
(X, TI 为 一 个 欧 氏 单纯 复 形 . MAS IE, MURS MISE 
癌 可 利用 单 上 形 的 顶点 之 顺序 来 界定 . 

三 角 剖 分 概念 从 流 形 扩充 到 多 面体 ( 复 形 ) 后 ， 有 关 Poincaré 
对 于 一 个 三 角 剖 分 的 Berti 煞 和 挠 系数 的 定义 没有 产生 任何 变化 ， 
也 不 改变 其 订 算 的 算法 . 实际 上 上 ， 其 算法 是 一 个 纯 代 数 的 过 程 . 
EHER E Æ Poincaré 的 补充 之 后 的 第 一 篇 拓扑 党 文章 ,， 即 M. 
Dehn 和 Heegaard 的 百科 全 书 文章 Analysis Situs [D-H] 中 ,已 
经 有 了 用 纯粹 代数 的 办 法 来 定义 “同调 ”的 企图 . E. Steinitz 在 
1908 Æ [Stei] 中 做 了 进一步 改进 ， 而 直到 1923 Œ H. Weyl 在 
[Wey 3] 中 ， 继 承 这 个 观点 ， 建 立 了 一 个 代数 的 “同调 ”理论 . 
然而 Weyl 的 公理 间 Steinitz 的 一 样 ， 过 于 拘泥 于 模仿 拓扑 的 情 
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We, MAÉ A TSE aS FR SH AU RY e. 

除了 Poincaré 的 关联 矩阵 外 ， Weyl 已 经 考虑 到 以 有 同 的 7 
维 胞 腕 为 基 的 工 筑 C. WEAH. Hopf (纳粹 统治 时 期 被 追 成 
AmtarR) 曾经 于 1925 年 在 哥 迁 根 度 过 一 年 ， 当 时 德国 女 数 
FRE. Nôther 正在 将 线性 代数 从 矩阵 和 行列 式 中 解放 出 来 ， 妈 
[Nol 看 到 ji 维 链 的 边缘 定义 了 一 个 工 模 之 间 的 同 态 


b,:C;—+C,_1, (1) 
满足 
b,.1°b; =0. | (2) 
从 而 有 关 Betti HR HAN ZH 
H; = Ker b;/Im b,,,. (3) 


Hopi 在 1928 年 发 表 有 关 Lefschetz BAR HRB [Hop 4] 中 ， 
采用 了 同调 模 . HAFAL. Vietoris 于 1926 年 [Viel] 也 独立 
地 为 了 给 比 羊 纯 复 形 更 为 广泛 的 空间 定义 同调 ， 也 需要 摆脱 矩阵 
而 采用 (3) 来 定义 单纯 复 形 的 同调 群 . 

这 个 改变 有 着 重大 的 后 果 ， 无 论 对 于 拓扑 学 或 是 对 于 代数 学 
Az. 因为 显然 同调 模 的 定义 立即 可 以 推广 到 任意 有 限 的 或 无 限 
有 的 在 茶 个 环 上 满足 (2) 式 的 模 的 序列 C. =(C,) MÈRE by ( 
=), (此 时 ho 理解 为 同 态 Co 一 101)， 我 们 称 这 样 的 一 个 条 统 
(Co b) 为 一 个 链 复 形 . 奥地利 人 W. Mayer 于 1929 年 第 一 个 
考虑 了 这 种 系统 [May], SME Ci 为 具有 限 基 的 自由 模 的 条 
件 ， 现今 我 们 称 这 种 系统 为 一 个 微分 分 次 模 . 

这 看 上 法 已 是 同调 代数 的 开始 . Mayer 特别 考虑 了 由 Vi- 
etoris 建议 的 一 个 问题 : 设 每 个 C; 有 一 个 基 ， 它 是 两 个 子 集 B! 
ALB; <I, AC}, GMC BARA Bl, B? BIN B3 为 基 
HZ, b 在 它们 上 的 限制 分 别 记 为 bl, D Ah, = TARA 
(Cj, bi), (C$, b MH (Ci, D) 都 是 微分 分 次 模 ， 它 们 各 自 
的 同调 模 Hi, Hi, HS (G, b) KARR A, 之 间 有 什么 关 
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FR? Mayer 证 明了 H,=E,DG,-., RP GCH} 由 同时 是 Cj 和 
C2 中 的 边缘 的 闭 链 之 类 组 成 ， 而 E 由 C1 中 的 一 个 闭 链 与 C3? 中 
的 一 个 财 链 之 和 的 类 组 成 . E 1930 Œ Vietoris [Vie 2] 证 明了 

E,Z=(HIOH)/H/G;). (4) 
这 些 结 果 后 来 写成 了 于 全 序列 ， 而 被 称 为 Mayer-Vietoris 序列 ， 
在 代数 据 扑 学 的 计算 中 有 太 量 应 用 .， Mayer 本 人 就 在 [May] 中 
计算 过 环 面 T 的 同调 群 ， 他 将 坏 面 了 分 解 为 两 个 圆柱 面 之 并 ， 
ER MT EE RENTABLE. 

为 一 方面 ， 在 1926 HAA, BLS AR, Alexander (Al 

7]. EH À P. S. Alexandroff [Af 1], BAM. H. A. 
Newman [Ne] 以 及 B. L. van der Waerden. [W 1] 同时 引进 
了 抽象 的 复 形 和 和 链 的 概念 .这 起 源 于 欧 氏 单纯 复 形 .因为 一 个 直 
线 的 欧 氏 单 形 完全 由 其 诸 项 点 所 完全 确定 ， 同 时 其 任 一 定向 亦 委 
其 庄 项 点 的 一 个 排序 所 完全 确定 . 于 是 人 们 可 以 定义 一 个 组 全 复 
BATRA (MAR) V, 吾 上 其 有 限 子 集 组 成 的 一 个 《有 限 
或 无 限 的 ) 集合 加， 和 名 中 元 素 称 为 组 合 单 形 ， 满 足 条 和 件 : V 的 
T-ZHTEBATS ZSCS# ER SCS, MS ES. SE 
的 维 数 定义 为 其 元 素 个 数 减 1; 3 的 元 素 的 两 个 排列 相差 一 个 
RER, ASE S 的 一 个 定向 (5 S MARTY 1H, M 
定 它 有 两 个 定向 ， 当 S ASH, 不 定义 其 定向 ); SHHE-TE 
称 为 S 的 一 个 面 . 于 是 该 组 合 复 形 的 j ist C 是 有 限 的 整 系 
数 线性 组 人 台 

Sr(a, ao) (5) 
HEG, Hrrez, M lad, al, , a) 是 台中 一 个 有 疝 的 
SHERI, Mat, al, +, d 是 不 同 的 顶点， 它们 组 成 集合 5 
ES, EX (0, 1, , p 的 一 个 置换 x 有 下 面 的 等 式 

(aU ED .ail)=sgntn)(ad,al,.. ai). (6) 
而 边缘 运算 bo IX XX 
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bifat, at, ai) = >i 1ta, ayy at) . (7) 


其 中 记号 - AMERN, HAN PE ME HE C 上， 而 使 (C, b) 
成 为 一 个 链 复 形 . 其 同调 模 则 定义 为 组 侣 复 形 (V, S) 的 同调 
BM. 也 可 以 先 选取 V 的 一 个 全 序 ， 再 只 考虑 (5) PRE al< 
ax <a 的 排列 者 ; 由 此 显 见 所 得 CG 是 一 个 自由 工 模 . 

对 于 任 一 欧 氏 单纯 复 形 〔 和 ，T)， 我 们 可 给 它 配 备 一 个 有 
BAISSER (V, 5), KV 是 工 中 所 有 0 维 单 形 ， 即 项 
点 ， 之 集合 ， 而 各 是 工 中 单 形 的 顶点 集 作 为 元 素 而 成 的 集合 ， 
容易 看 出 ， 存 在 一 个 从 (X, T) HEREIN (CV, S) 的 链 复 
形 的 同 构 ， 与 边缘 算 子 交换 ， 从 而 给 出 从 【和 X，T) 的 同调 模 到 
(V, ©) 的 同调 模 的 一 个 同 构 . RZ. 也 容易 证 明 [Le 12; 
97]， 对 于 任 - 一 组 合 复 形 《VY， 台 )， 存 在 一 个 欧 氏 单纯 复 形 
CX, T), ER (CV, GS) 与 之 相配 ， (X, T) RA (V, S&S) 
HERA, HAR Aaa RNE RHE NT ET LES (0 E Al 
HM, MER SEHE. 

Poincaré WHEREAS He Daas. 将 它 应 用 于 欧 氏 
单纯 复 形 {(X,T) ,可 得 其 重心 重 分 复 形 (X,T) .重心 重 分 概念 可 
转移 到 组 合 复 形 上 . 设 (V, 宪 ) 为 与 欧 氏 单纯 复 形 (X, 耳 ) 相 配 的 一 
个 组 合 复 形 , 它 的 “恒心 恒 分 " 定 儿 为 组 合 复 形 (CV, 它 ), 其 中 顶点 
集合 vV =g, mE pi p BABE RES pt+1 +e 
数 的 组 合 单 形 ,满足 SCS CCS. BEER A (VS) CH 
TR) Pine Re. EAR. V S BMT X, 了) 的 (第 一 次 ) 重 
LEA SFE (CX, TO Le 12;164]. 

组 合 复 形 还 可 推广 为 具有 “退化 的 ” 单 形 的 情形 .此 时 ; 维 
WRC, 是 有 限 的 整 系数 线性 组 合 (5), HP al, al, o, a Æ 
SPRACHE 5 的 顶点 ,但 不 必 是 不 同 的 ; Hlal, a!l, at) 
中 有 相同 的 顶点 时 , 则 称 为 退化 单 形 ,此 时 (6 不 能 用 ,边缘 运算 仍 
FEN. 显然 存在 一 个 自然 的 内 射 A: CGC 将 Ci 中 元 素 原 封 不 
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HR CLR RAE TAA: CC HC, 的 链 中 退 
化 单 形 的 系数 所 成 0, 称 为 一 个 保 粮 收缩 同 态 .和 7 HSE 
算 克 换 , 从 而 得 同调 模 之 同 访 有 : H;— H; Mr, :HH 一 日 ,. 这 两 个 
lal 2: BB ae HAFT EE SA 49. M—ATE Alexander HJ[ Al 1] 
FARM, AO WE BH H EA TA SE. Lefschetz 在 著名 的 书 [Le 8] 中 也 
未 给 证 明 ,而 直到 1938 年 才 由 A.Tucker[ Tu] 提 供 了 一 个 证 明 . 他 
证 明了 如 来 一 个 促 由 退化 单 形 组 成 的 链 是 -… 个 闭 链 , 则 它 是 一 个 
iH ee A À, IA Eilenberg 和 Zilber| Ei-Z | AY W A (acyclic 
model) 方 法 容易 导出 上 ,和 rr, ARE Al. 

同调 论 的 另 一 个 罕 夏 是 由 H. Tietze 在 1908 年 [Ti] FR 
H, MH Alexander #1 Veblen 在 1913 年 文章 [ALV] 中 继续 研 
3. CRÉÉ 2 MARS, EMEA. Aa 
Pee OF A As BA Be oe], FF BO ze A ok 
F; 中 .从 而 同调 模 是 ;上 的 向 量 空间 ， 这 时 并 未 给 出 新 的 不 变 
ft, p 维 同 调 模 的 维 数 正好 是 FE Berni MOG KIM, E 
Poincaré 的 人 少 1347 p M p - LETTER DB AN TH 
LM. 这 时 ， 还 可 将 Poincaré 对 偶 定 理 推广 到 不 可 定向 的 紧 的 连 
i AB] = ASP RY n 维 流 形 上 ， 即 疡 维 模 2 同调 模 {F。 上 的 向 
Bele} n- p SER 2 ARC, 上 的 向 量 空间 ) 是 同 枸 的 后 
se, Alexander 在 1926 年 又 进一步 推广 为 ， 对 任意 整数 m, A 
m 同调 [Al 8]; M Lefschetz 则 在 1928 年 [Le6] KM, Poincaré 
谈 到 的 豆 除 同调 就 是 采用 有 理 数 域 Q@ 中 的 系数 的 同调 . 而 这 些 
均 不 能 得 到 新 的 末 知 的 不 变量 ， 这 一 点 将 米 讲 到 万 有 系数 定理 时 
Me SMR. 关于 万 有 系数 定理 ， 请 读者 参考 人 6.2. 

在 同调 概念 发 展 和 完善 的 这 程 中 ， 人 和 们 迫切 地 希望 证 明 它 的 
不 变性 ， 即 同一 个 紧 的 连通 的 空间 N BASS AR TOAD 
了 ， 我 们 酚 望 能 证 明 由 个 和 个 ' 构 作 的 问 调 模 是 同 构 的 ， 即 不 依 
ET AISÉE. 一 个 很 自然 的 思路 是 ， 蔡 能 下 明 对 于 芒 
的 任意 两 个 三 角 齐 分工 和 了 ， 存 在 它们 的 公共 的 重 分 T”， 则 同 
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调 的 不 变性 便 申 同调 的 重 分 不 变性 推 得 这 个 想法 想必 Poincaré 
就 有 ， 并 尝试 过 而 未 能 真正 成 功 . 它 于 1908 年 由 Steinitz [Stei] 
明确 作为 一 个 猜想 提出 ， 后 被 德 同 人 M. Kneser 于 1925 年 [Kn 
1] HK Hauptvermutung (ŁAW) mA FH. tF + iti 
的 前 半 叶 的 所 有 拓扑 学 家 都 希望 它 成 立 ， 但 是 到 1952 年 尚 只 能 
对 维 数 过 3 时 得 到 证 明 ， 其 中 2 维 见 [Pa7，3 维 见 [Mol]. À 
到 1961 Æ J. Milnor [Mi 12] 举 出 6 维 的 反例 而 知 主 猜测 不 成 
立 . 因此 同调 模 的 不 变性 必需 采用 另外 的 方法 来 证 明 . 


$4.2 不 变性 的 证 明 


第 一 个 给 出 同调 模 的 不 变性 证 明 的 是 Alexander [Al 1], BR 
是 1915 年 .当时 尚未 提出 同调 群 或 模 ， 而 是 用 Betti MARR 
来 陈述 的 同调 量 ， 后 来 他 在 [AS] 中 给 了 另 一 个 证 明 . 这 些 证 
明 都 用 到 了 单纯 映射 和 单纯 下 近 这 两 个 重要 的 概念 ， 第 一 个 证 明 
还 用 到 奇异 链 的 概念 -. 

假设 X 和 YY 是 两 个 欧 氏 单纯 复 形 ， 从 X BY 的 一 个 单纯 映 
Ay 了 是 一 个 连 训 映射， 使 得 对 于 所 有 非 鱼 理 数 p AX ME p 
FERRIES. (SEST Y 的 茶 个 ql 于 pp) 维 间 形 之 中 ,并 且 SFIS 
是 仿 射 映 射 . 由 条 件 可 知 FES 的 顶点 映 成 Y 中 某 个 g 维 单 形 的 
顶点 ,而且 S 完全 被 f 在 S 之 顶点 上 的 值 所 确定 ,从 而 上 完全 
被 了 在 X 的 顶点 上 之 值 所 确定 .模仿 上 述 做 法 , 设 vV aw 是 两 个 
HRR.: VW RA PAR EN THE p MV PTE 
意 p 维 组 合 单 形 S, (SRAT WME (<p) HASHES 
中 .于 是 从 一 个 欧 氏 单纯 复 形 X 到 男 一 欧 氏 单纯 复 形 站 ZAHN A 
纯 上 映射 ,将 一 对 一 地 对 应 于 从 相配 于 和 的 组 合 复 形 到 相配 于 YY 的 
组 合 复 形 之 间 的 单纯 映射 .采用 84.1 中 的 记号 , C (XX) 表 示 介 许 
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退化 的 j 维 链 模 , 则 由 单纯 映射 fix Y 诱导 得 模 后 态 户 :Ci (X) 
一 CC(Y) 如 下 :对 XX 中 任意 退化 或 非 姐 化 j BEAT Cag, ay.» 
a,) ie 

Elasan a) = (flag). flard. fla; (8) 
HF#AABBIE, LISURERRÉE, DM 


| be f; = f;-1°b;. (9) 
Ath, f. =( 广 ) 是 一 个 链 复 形 的 同 态 ， 从 而 导出 同调 模 的 间 态 
fa: CH CXR) CH, (CY)). (10) 


&SS$4a1hh.: H(XI>H (XAK r.: H (Y) HCY) 
复合 ,得 H,(X)-H,CY) RIRE ARIÎICTE fa , 虽然 尚未 证 
明石 .和 7, 都 是 同 构 . 其实 后 面 这 个 了 .以 直接 定义 ,只 要 将 


(8) 修 改 为 当 ( f (ag). Far). £Ca;) BIER , fF (Cag, ays 
a;))—0. 

单纯 逼近 的 概念 归功 于 Brouwer [Br 1, 2], ii A FUERA 
维 数 不 变性 和 不 动 点 定理 ， 这 我 们 已 在 第 三 章 中 详 述 过 . IX 
和 YY PPR, Mf: XoY 是 一 个 连续 映射 ， 使 得 
XF X 的 任意 单 形 zs，f(o} 被 合 于 Y 的 一 个 单 形 内 .于 是 对 于 任 
EN ebo FEX 的 三 角 剖 分 工 的 基 个 高 次 的 重心 重 分 工 ,和 一 
SE SERRE o> XY AFB ce ETRE SP RAL Tee 
xO xX Al f(z) -g2gla)|S<e 及 在 工 的 每 个 单 形 上 是 仿 射 的 .这 
是 Brouwer RH BTE ARE UT. Alexander 将 其 推广 到 对 任意 欧 氏 
单纯 复 形 X MY 以 及 任意 连续 有 映射/: XY, WPS 
it. 他 采用 了 Poincaré $ 5 A "BET HE (MS2.1), Y 
MERAIFN—- TA WEE S b, HY 中 合体 以 5 为 顶点 
的 开 单 形 之 并 . GR b herer E Y BANAH Æ (ET a , A 
(Ste heier Y PI- TH BE. TETE X 的 三 角 放 分 T NR 
个 高 次 重心 重 分 T iR la; icp mE T Rai Se eS 1 f 
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将 X 的 每 个 星 形 Sta; BRA Y 的 菜 个 星 形 , 记 它 为 Stou. X 
的 一 个 7 维 单 形 的 y+ 1 个 不 同 的 顶点 为 a van an 
0 为 了 的 三 角 剖 分 中 的 其 个 9 维 单 形 的 顶点 ,日 
qs). WPS g EK gla) = by) RRA i. 则 gg 是 了 的 
-TERBE BPE BR LEN, flM ga) TE Y 的 
三 角 剂 分 中 的 一 条 线段 上 ,从 而 5g 是 同 伦 的 . 

奇异 链 的 概念 首先 由 Dehn-Heegaard 在 他 们 的 百科 全 书 论文 
LD-Hj 中 给 出 ,但 他 们 似乎 并 未 用 它 来 证 明 件 么 事情 . Alexander 
Ä 在 [Al 1 中 认识 到 ,他 用 奇异 单 形 的 线性 组 合 来 定义 新 的 一 种 链 ， 
加 上 边缘 运算 可 以 定义 新 的 同调 模 , 当然 它 与 三 角 剖 分 无 关 . 基 能 
定义 从 这 些 模 到 任意 三 角 剖 分 的 向 调 模 之 闻 的 同 构 , 则 不 变 忻 全 
得 到 证 明 . 但 是 当时 尚 有 含糊 不 清 之 处 ,诸如 两 个 奇异 单 形 何 时 应 
饮 为 相等 ,以 及 奇异 单 形 的 边缘 有 是 什么 ,等 等 . 后 来 Veblen[V 2], 
van der Waerden [W 1] 和 Lefschetz[ Le 81 部 分 地 改进 了 其 证 明 . 
直到 1933 年 , Lefschetz 在 [Le 9] 中 才 提 出 了 确切 的 概念 : 设 X 是 
一 个 空间 ,e, 是 某 R* 中 的 一 个 有 定向 的 p HE wD BE ES, fie, x 
ETES, NETT Ce,, N=le,, FEB IH 
uie, re, AH f= f° .在 关系 “二 "之 下 的 一 个 等 价 类 称 为 一 
个 奇异 p AGE. 当 将 等 价 关系 “= 一” 延 折 到 线性 组 侣 上 以 后 .车 
wh, 为 边缘 运算 , 则 有 等 价 性 

(boep fibe) = (bye, ,fF lbe), 
这 给 出 了 新 的 链 和 模 上 的 边缘 运算 . 由 之 导出 的 同调 模 显 然 是 仅 依 
i X AIR, iA H?" (X). Alexander 的 证 法 如 下 :对 于 一 个 
RER X 的 一 个 三 角 前 分 了 ,存在 -一个 从 工 HY fe: FEN ÉY Tal 
FREE OAS A A RAA 
H—H®. (11) 
为 证 (11) 是 一 个 同 构 ,等 价 地 ,要 证 明 下 面 两 个 命题 :(A) 每 个 奇 
F p EAE w, 奇异 同调 于 丁 的 一 个 p EEE (BME T P p 
EARE TARAR, MEE 工 中 一 个 边缘 . 
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为 证 明 (A) 和 (B) ,需要 用 到 两 项 重要 的 预备 知识 ,第 一 ,二 
a 工 的 同调 自然 等 同 于 其 重心 重 分 的 同调 .这 一 点 甚至 
Poincaré 已 经 给 册 了 正确 的 证 明 ,在 Alexander| Al 1 | ,Tietze[ Ti], 
Veblen[ V 2] 和 和 Lefschetz[ Le 8] hi, Hee TER. FETT TE 
转移 到 奇异 同调 , 即 奇异 链 w, 可 由 XX 中 的 任意 小 的 奇异 单 形 组 
成 .其 次 ,同调 在 同 伦 下 不 变 . 这 里 要 讨论 到 楼 柱 的 代数 性 质 以 子 
出 同 伦 公式 .这 在 Veblen 的 [V 2] 和 Lefschetz[ Le 8] P #4] IE 
的 陈述 和 证 明 . 

为 证 (A)， 可 将 奇异 闭 链 w 中 奇异 单 形 经 过 童 分 后 ， 用 单 
HE JE MES ww。 到 另 一 个 奇异 链 w, 的 同 伦 ， 后 者 的 奇异 单 形 
Cep g) eB g 是 将 es 仿 射 地 映 到 工 中 的 某 个 p 维 单 形 这 一 条 
ft. 命题 (B) 世 可 娄 似 地 证 明 . 应 当 说 ， 当 时 的 证 明 并 不 完全 
清晰 . 

在 [Al8] Alexander 给 出 第 二 个 证 明 时 ， 没 有 上 再 用 到 条 
REE, MRS BA. ARM, DRAPER 
XAX BARA, WAT SNA X AX HEART. MF 
WAH. (TA 互 .(T) 是 同 构 的 . Rf: XX 是 一 个 同 胚 ,其 
Bee: XX. 设 了 是 工 的 第 ; RKE CEH, T; 
ET HS 次 重心 重 分 . 对 任意 i， 存 在 一 个 7 和 g 的 一 个 单纯 
Bas: T >To 然后 ， 对 于 这 个 i ， 存 在 > i 和 了 的 一 个 音 
HEIM UT fa: Ti T, . BG BRST Rig = Bi; ° fir: Ti, T; 是 一 个 单 
spe et. 1: MA 均 充 分 大 ， 则 由 于 go" 了 =1x， 对 于 每 个 D, T; 
的 每 个 pRB, UE T, 的 每 个 包含 于 a 中 的 pp MIE Tr, 
hati r BE TNA ER o A — TIRE. 


C 仍 表示 人 允许 退化 的 p 维 链 模 . 设 f: C (TIC OT) 

及 gy: CUT) C’(T) 分 别 是 对 应 于 单纯 映射 fi 和 gi 的 链 映 

Bt Miha = ge fer CT) 一 Ci(T;) 是 它们 的 复合 . 叉 设 sda: 

C (TD 一 Cy(Ti) 为 将 T; 的 每 个 p 维 划 形 映 成 该 单 形 在 (一 i) 
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次 重心 重 分 后 所 得 T 中 思维 单 形 之 和 ,并 定向 保持 一 致 所 得 之 
同 态 .于 是 有 hs(sd，;(o))=o+ 8, 其 中 9, 是 一 个 退化 的 bp 维 
链 ,这 个 事实 可 用 对 p 的 数学 归纳 法 证 明 , Alexander fix Ji 

HT) FF SVB LO A. OTS), WE CT), 
Cha) 一 (gy) (Fr). PSR MC). APE ED 
地 ,可 得 (4) à I TEE MT Cf). 是 -个 同 构 . 于 是 ,再 用 同 
调 的 重 分 不 变性 , 即 H, (T) EFH. (T3), H. (TT') 同 构 于 
太 . (TT) ,就 证 得 同调 的 拓扑 不 变性 . 


$4.3 流 形 上 的 对 偶 定 理 和 相交 


Poincaré JAR ft FEST SR C HRB. r>1, (het TR 
Bios, EHTNBREEMER, RSA TH HAS. AMER. 
利用 三 角 前 分 来 定义 同调 允许 将 研究 对 象 扩大 到 多 面体 ， 即 胞 腔 
Zr. 很 容易 誉 出 例子 说 明 ， 对 一 般 的 胞 腔 复 形 来 说 ， 对 偶 定 理 
是 不 成 并 的 .于 是 为 了 建立 可 以 严格 证 明 的 对 偶 定 理 ， 还 是 要 限 
制 于 “ 流 形 ”这 类 对 象 . 因此 ， 首先 要 对 这 个 概念 加 以 探讨 % 
时 的 拓扑 学 察 为 了 应 用 单纯 复 形 这 关 方 法 ， 他 们 对 “ 流 形 ”提出 
了 种 种 定义 ， 

Fa TE Veblen F 1921 年 提出 的 [V 2; 91-95]. a 
基于 一 个 给 定 的 三 角 齐 分 TOR BSS TE X UNE “HUE”, 
PIN Poincaré HY FERI, TFRERBHEE Sn, mi À | 
Cn 一 0) 维 胞 腔 怡 在 两 个 = 维 胞 腔 之 边界 内 ;: 当 这 jn 一 1 时 ,对 于 
任何 六 维 胞 腔 C, 设 2 4 CC) Ce AMS ERBEN 
界 中 之 使 其 闭 包 与 C 之 闭 包 不 相交 的 ; ERE <n — 2-189 
FF. Veblen 说 ,者 每 个 Ze “1(C) 痢 同上 胚 于 (nn -和 -1) 维 球面 - 
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SEI MKX, TARA — TAMARA n EN. 

SRT, Veblen 的 条 件 不 能 用 纯 组 侣 的 办 法 去 验证 ， 其 至 对 
于 Cr 流 形 的 :- 个 于 角 前 分 而 言 ， 亦 无 法 检验 ， 因 而 Veblen 给 出 
的 关于 对 偶 定 理 的 证 明 不 能 认为 是 使 人 满意 的 ， 这 一 点 镇 Vi- 
etoris + 1928 年 指出 [Vie 2]. Vietoris 接着 提出 流 形 概念 ， 
这 是 一 个 对 维 数 的 归纳 定义 ， 陈 述 如 下 : 一 个 紧 的 单纯 复 形 (X， 
T) 是 一 个 吕 维 丘 流 形 ,如 果 厅 的 每 个 顶点 的 星 形 的 边界 是 一 个 
(n 一 1) 维 的 有 流 形 并 具有 与 (nn - DERE S “相间 的 同 再 . 
Alexander A ENTER ,他 提出 (Ac A FH Veblen 4) KF ek 
AER Z2” CORA (a-k -iHa SEAN 
W. Alexander 的 这 个 定义 被 Lefschetz 在 1929 年 采纳 ， 而 为 后 
来 的 大 多 数 人 所 使 用 ， 并 被 称 汐 组 合流 形 ， 这 是 与 Vietoris H} h 
流 形 概念 等 价 的 . 

Poincaré 其 实 知 道 ， 一 个 复 形 的 同调 是 自然 同 愧 于 该 复 形 的 
一 个 单纯 重 分 的 同调 .如 果 从 一 个 单纯 复 形 {X, 耳 ) 开 始 ， 我 们 
可 以 设想 将 T PRA OE CRIB”, SRS 
条 件 ， 而 得 一 个 挟 形 系统 . T 的 这 种 块 形 系 统 的 链 复 形 的 同 苦 
是 同 构 于 代 的 同调 ， 这 不 仅 对 证 明 对 偶 定 理 极其 有 用 ， 也 可 简 
化 同调 模 的 实际 计算 . 

苏联 大工 ，S，Pontriagin 于 1931 年 发 表 了 一 个 关于 有 问 的 
LE À NUE CX, D) EX SE BE ANA EEE [Pt 1j. 他 考 感 工 的 草 心 
4) T Ii Poincaré MIT AIRE, SEA T 中 的 单 形成 为 
“HEER” EA TOROS AAS TRE aT HT k BE 
“CHE”, FRE ZUR MCE, FM ASOD, SD) 
的 一 样 .其 中 D* Ak AEB BRIA, SAD A, Ck — VDE 
单位 球面 .利用 T° A) ORS” EX 工 的 块 状 系 统 ， 容 易 完 
REM SIE. 读者 可 和 参考 江 泽 涵 的 书 | 江 」 的 $5.7. 

Vietoris 的 证 明和 Lefschetz 的 证 有 明 [Le 8; 135— 140] 是 类 
AL. Seifert-Threlfall 的 书 [SeT 2] PH, EHEH H HHE 
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WETTER TEE MI RRAIEX, Mn = ATH HE 
1933 4F Lefschetz [Le 10] 中 和 Čech [Ce 3] PR ENH] n 4 
TIME. 

在 Poincaré IR — m KT Analysis Situs [P 2] 的 第 9 节 中 ， 
对 有 加 n WE U MAI TA PAIE EH RER p 和 tn 一 p)E 
的 子 流 形 Vi 和 Vo, Vi AV, EAHA P RRAZ, MENS 
a P 的 切 空间 只 相交 于 一 点 ,他 定 父 了 相交 数 StP) 为 t+1: 设 Vi 
与 V, RAR TARPS Pl ism, fhe X% “Kronecker 指 
Mu" NCV,, Va) = >, SCP;). RUE , Poincaré 希望 证 明 :一 个 n 维 
有 向 流 形 U 中 的 g 维 有 向 紧 的 连通 无 边 子 流 形 w 之 间 的 一 个 同 
调 , 等 价 于 对 U 的 任 一 与 w 横 截 相交 于 有 限 个 点 的 有 向 (mv) 
维 于 流 形 VA 2LNOV ,v,)=0. 此 命题 是 Poincaré ERS f E 
理 的 关键 步骤 . 

采用 Pontrjagin 提供 的 Poincaré B “SABA” MATE, À 
KE “Kronecker 指数 ”NN (Vi, Vo) HET “Kronccker 指数 ”MY 
(a6, ;其 中 a 为 复 形 的 一 个 p 维 胞 腔 , 而 5;. ,为 其 一 对 侦 
胸腔 ,两 者 均 有 向 .这 是 在 1923 年 ,由 Veben 和 Weyll Wey 3] 完 成 
的 .假设 流 形 三 的 同调 既 可 用 给 定 的 胸腔 复 形 史 可 用 其 对 俑 复 形 
来 计算 ,于 是 可 以 定义 一 个 双 线 性 形式 ,或 称 为 二 次 形式 

H,XH, „2. (12) 

此 二 次 形式 决定 了 OH, SA, - ,之 间 的 对 偶 律 .实际 上 ,为 得 到 这 
个 结论 ,并 不 需 在 Poincaré 的 做 法 上 增加 什么 .但 令 人 惊讶 的 是 
Poincaré 竟然 没有 化 到 这 一 点 ,从 而 使 今日 经 常 使 用 的 同调 二 次 
形式 归功 为 Veblen 和 Weyl. 

22 As & [al AY, Alexander 和 Lefschetz 也 研究 了 相交 .他 们 都 是 
从 代数 几何 转 问 代数 拓扑 的 ,并 且 Lefschetz 一 直 不 放弃 代数 几 
何 ,坚持 将 代数 拓扑 注 人 代数 几何 的 研究 之 中 . 当 他 们 转向 研究 胞 
竹 复 形 和 组 合流 形 时 ,自然 厕 然 地 导致 将 相交 概念 推广 到 任意 的 
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闭 链 上 .不 过 Alexander 只 在 [Al 6] 中 ,专门 举例 说 明 当 两 个 流 形 
x MY 的 同调 模 同 构 ,它们 的 相交 可 能 根本 不 相同 .用 现在 的 术 
语 说 ,它们 的 相交 环 不 是 同 构 的 .Lefschetz[ Le 4,S] 做 得 比较 仔 
细 ,他 想 敌 到 ,对 于 一 个 紧 的 连通 的 有 向 n SERIE X WR 
数 pig Op. gun, A—-TPRAEB 

H, * H,?Hp+,-, (ROB pte<n), (13) 


(Eps ta) FE Fe 


满足 

zs T zp "sog， (14) 
及 对 任意 三 整数 0OSIH,g, run 有 

(zp 0) 人 (15) 


当然 ， 若 。 He, 可 用 子 流 形 表 示 ， 且 它们 模 截 相交 于 一 个 (p+ 
9 一 ) 维 子 流 形 , 则 此 子 流 形 的 同调 类 应 与 2,2, 只 差 一 个 从 号 ; 
特别 , 当 志 +g=n 时 ,zz 是 四 中 任意 点 之 同调 类 zo 的 4 和信 
Azo bb A 应 是 前 面 所 述 Poincaré 采用 的 "Kronecker 指数 ,Lef- 
schetz SfE(z,'z,-,}. 

Lefschetz 的 zaz, EXWT. WP, Q. RARE, q, 
nS AA, BARA P, QUATR. Vp, Vo, Vr 
分 别 是 它们 生成 的 有 向 仿 射 答 . HPNQ=-2, WR P-Q=0; 
À PNQFE, GA VeN Vo 为 :=p+g 一 n EN, POQ Æ 
Vp 门 Vo 中 一 个 s Hew, H Vp, Vo 和 和 VE 之 定向 可 唯一 
确定 Vp 门 Vo 之 定向 ， 于 是 取 P-Q 为 具有 这 个 定向 的 PN QQ， 
自然 有 Q P= (-1)" PC WP'Q. 4 PMO 满足 上 述 条 件 
了 时， 它们 称 为 “处 于 一 般 人 位置 【in general position)”. te X 2— 
个 SRB RAIN AMAA. TAR 
SAM. 如果 Co 是 一 个 p 维 链 ，Co 是 一 个 a 维 链 ， 且 Co 中 
任 一 系数 非 零 的 有 向 p 维 单 形 与 Co 中 任 一 系数 非 零 的 有 向 g 维 
单 形 ， 当 有 非 空 变 而 均 包 含 于 同一 个 n 维 单 形 中 是 处 于 一 般 位 
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置 ， 则 可 采用 上 面 的 方法 。 青 利 用 线性 性 以 定义 C6: C, CE 
一 个 (p+q-n) He. 进一步 他 对 奇异 链 CMCENT “+ 
IR” C-C, CACHAN, ZR C.'C’ 亦 为 闭 链 . AMA 
g'z 与 三 角 训 分 之 选取 无 关 ， 而 得 诸 辣 调 模 的 直 和 H. = 
„DH: 上 的 一 个 结合 的 反 交 挤 的 环 结 构 . 

Steinitz 于 1908 年 在 [Stei] 中 ， 第 一 个 引进 两 个 拓扑 空间 
的 笛 卡 尔 积 空间 概念 . 而 首先 研究 两 个 因子 空间 的 同调 与 其 乘积 
空间 的 同调 之 关系 的 则 是 H. Künneth [Ku 1, 2] 和 Lefschetz 
(Le5j, WFA 1923 年 ， 他 们 都 只 考虑 欧 氏 紧 的 连通 的 胞 腔 复 形 . 
用 现代 的 语言 可 以 简 述 如 下 ， 设 了 (X) 和 T YAE xX HY 
的 让 三 角 前 分 ,由 之 可 导出 XX Y 的 瑟 三 角 剖 分 T( 久 x YOR 
有 的 A x B 组 成 ,其 中 ACT(X),BET(Y). FE T(Xx YOM 
p 维 链 所 成 的 工 模 可 表示 为 冲 和 


5,(Xx = © (5,00@S, MO (16) 
HMHHNSHTAIZAN 
SCAXB)=8A4 x B+(-1){A x OB. (17) 


据 此 ,可 利用 XX 和 YY 的 同调 来 计算 区 x Y 的 同调 .例如 当时 的 作 
ERA AIR À Betti 数 的 “Kiinneth Ax” 


BX xX Y) = >) BX)8, CT), (18) 
DE RE p 
由 此 立即 可 得 Euler — Poincaré 示 性 数 的 公式 
KXXYI=- KR) KT). (19) 


FR Künneth 公式 的 一 般 讨 论 ， 读 者 可 参看 [Mau,, [Mu7] 

ER 【Gr-Hj] ,这些 书 都 按 他 们 认为 方便 的 办 法 来 写 . 
Alexander 于 1922 FERIT XE [A 4], 将 同调 推广 的 R” 

MTSE. HEH Brouwer 推广 的 Jordan 分 割 定 理 的 证 明 纳 人 局 

再 理论 . IX En 维 球 面 S"1z 之 2) 中 的 一 个 紧 的 (连通 与 否 不 

论 )m 维 曲 线 胞 腔 复 形 ( 产 所 关 ) ,例如 一 条 Jordan HSE HR p 

=]1 .他 首先 必须 定义 开 集 S" X WEN HE ST 的- -个 二 角 剖 

54 


分 工 以 及 全 的 逐次 重心 重 分 前 分 T. SN X A p Sb RITE T; 
PAFS A X 中 的 pp 维 单 形 之 线性 组 合 .当世 jj 时 ,硅化 将 
T, p RHC HT, 中 上 p 维 链 C' 相 加 , 先 将 C 中 单 形 换 成 Ti 中 
它 的 剖 分 成 的 有 疝 单 形 之 和 ,再 都 作为 T, P p SEMI. AS 
算 照 常 定义 ,从 而 得 同调 .不 过 此 时 同调 模 可 以 不 是 有 限 生 成 的 . 
重要 的 是 有 下 列 结果 : 设 KOS 是 一 个 有 限 的 曲线 胞 腔 复 形 . 则 
S’\ 的 所 有 模 2 Betti 数 有 限 并 且 满 足 Alexander VAREH 
dim H,(X;2/22)=diım H, p 1(S"\ X;:Z/22Z) 
当 lpn 一 2， 
dim Hy€X;7 227) = dim H, CS" \ X:Z/2Z})+1, (20) 
dim H„_-1(X 32/27) = dim Ha S" \ X; 272%) -1. 
TEA Jordan 分 制定 理 以 及 其 推广 Jordan-Brouwer FEFIEH 
为 其 特 款 . 有 关 它 的 现代 的 一 般 的 陈述 和 证 明 ， BANK 
(Maui, [Mu 7] 或 [Gr-H]. 
Alexander AIRE CA — 5 Ai EH FRA FMH 
于 更 广 的 空间 的 起 点 ， 人 他们 有 Vietoris, Alexandroff, Lefschetz, 
Pontriagin Al Cech 等 大， 另 一 方面 导致 了 了 Lefschetz 引进 相对 同 
调 的 概念 ， 首 见于 1928 年 的 [Le 6]. 设 K 是 一 个 有 限 的 殉 氏 
BASE, LK 中 某 些 单 形 之 并 . K Php HRC, HH 
边缘 OC 是 上 中 单 形 之 线性 组 合 ， 则 称 CA- PRL I p HEA 
链 ; KP PAL Mp EMEC, BAHT DER AR 
与 上 中 单 形 的 一 个 线性 组 合 之 差 , 则 称 CARL 同调 于 0. 于 是 
Lefschetz 定义 了 KK BL 相对 同调 模 太 ,(K,L). 当 工 是 K 的 一 
个 子 复 形 时 ,他 证 明了 K 的 模 工 和 对 同调 模 只 与 K\ 工 的 拓扑 有 
k. 注意， 这 里 首次 出 现 了 后 来 被 称 为 “切除 定理 ”的 事实 . 
Lefschetz HH RT K WI, L 的 同调 和 天 的 模 工 的 相对 同调 
IMS [Le8]j， 后 来 被 人 们 表述 为 正 合 序列 的 形式 . 
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第 五 章 ， 组 合同 调 的 进一步 发 展 


组 合 的 同调 理论 自 1926 年 以 后 ， 由 于 抽象 代数 的 加 入 而 得 
到 巨大 发 展 ， 出 现 了 同调 群 CMR) BS. RAT REA 
的 动机 ， 希 望 将 组 合 拓 扑 学 的 同调 推广 .一 方面 是 从 奇异 链 发 展 
AAS. 另 一 方面 利用 松 盖 作 逼 近 ， 而 发 展 出 投影 谱 ， 最 
终 建 立 了 Cech 同调 群 . 

1930 年 de Rham 定理 的 发 表 是 拓扑 学 历史 上 重要 事件 之 一 . 
它 对 于 上 同调 的 出 现 以 及 十 几 年 后 的 束 论 的 建立 ， 应 该 是 一 个 前 
=, HEMERRFR. 


551 群 在 同调 论 中 的 出 现 


直到 1925 年 ， 同 调 论 是 用 Betti MARRY. 当 
时 ， 代 数学 正在 完成 由 吉 典 向 抽 每 的 晓 变 . E. Nöther 这 位 20 
世纪 最 了 不 起 的 玄 数 学 家 ， 公 理化 代数 学 的 葛 基 人 之 一 ， 十 分 闫 
心 哲 扑 学 的 发 展 ， 并 对 P. S. Alexandroff, P. 5. Urysohn 和 
H. Hopf SA ARRAY i. 1926 年 她 发 表 了 论文 [N56]， 第 一 
次 提出 用 群 来 表述 同调 论 . 从 此 ， 同 调 的 研究 便 以 同调 群 ， 同 调 
模 以 及 同调 环 等 等 为 对 象 ， 组 合 拓扑 学 实现 代数 化 而 成 为 代数 拓 
FH, WARAH- RAAEN T minr AA. Hopf 
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随即 于 1928 年 [Hop 4] 应 用 同调 模 . Vietoris M] F 1926 年 
[Vi1lj 独 立地 执 痉 矩阵， 以 对 较 单纯 复 形 更 一 般 的 空间 定义 同 
调 ， 并 对 单纯 复 形 采用 H, = Ker h,/Im bi+1 为 同调 群 之 定义 . 

lal val 群 《 模 ) 的 定义 立 邯 被 推广 到 任意 的 模 序 列 C. = 
CC; ) 207 A Ela b; (7220) ,满足 条 件 b: Ci ic =0 及 hi 
ob; 二 0 对 7221. TE RAR C. = (C,h)W—- TEN TE. Mayer 
于 1929 年 【Mayj 首 先 考 虑 过 这 种 链 复 形 ， 其 中 C, 均 上 只 自由 的 有 
RÆ, ERA “HJE”. 

运用 这 个 新 概念 ，Mavyer 研究 了 由 Vietoris 提出 的 问题 ， 设 
每 个 C 有 一 个 基 ， 分 成 两 个 子 集 B) MB IH, cl, CMC 
SB BY, B? AB} Be ÆR. Mayer 探讨 了 H!, H; MH > 
间 的 关系 .进而 在 1930 年 Vietoris [Vi 2] 完成 了 这 项 研究 . S 
天 被 称 为 Mayer-Vietoris 序列 而 被 广泛 应 用 . 


$5.2 育 异 同调 论 


在 单纯 复 形 同调 论 的 早期 ， 由 于 连 急 体 被 前 分 成 离散 的 块 状 
后 , 不 变性 的 论证 过 到 了 严重 的 困难 . 早 在 1907 年 Dehn 和 
Heegaard 在 但 们 的 百科 全 书 论文 [D-H] tp, 就 陈述 了 奇异 的 胞 
Ré. 由 于 他 们 知道 Peano 曲线 一 类 的 连续 映射 的 像 能 占有 面积 和 
高 维 的 体积 而 产生 的 麻烦 ， 所 以 他 们 的 概念 不 只 包括 连续 上 映 射 f 
RAS CE), MAD ERS. Rt HS ART 
概念 来 进行 推理 . 而 到 1915 年 Alexander 在 [AL1] PAA 
异 单 形 来 证 明 同 调 不 变性 . 他 用 奇异 单 形 的 线性 组 合 来 定义 一 种 
新 的 链 ， 奇 异 链 ， 并 配 以 边缘 算 子 以 得 新 的 同调 模 ， 它 与 三 角 前 
分 无 关 ， 只 要 能 证 明 这 个 同调 模 与 任意 一 个 三 角 齐 分 之 同调 模 同 
构 ， 则 不 变性 问题 便 解 决 . Alexander 论文 中 的 含糊 之 处 在 
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Veblen [V 2], van der Waerden [W 1] fi Lefschetz [Le 8] 中 
得 到 部 分 改进 ， 而 在 1933 年 Lefschetz 的 短文 [Le 9] Frei 
Rn. | 
由 于 Lefschetz Æ [Le 9] 中 论 及 空间 X 的 奇异 单 形 时 ， 空 
了 癌 世 的 特殊 性 质 并 末 被 用 到 ， 因 此 其 定义 可 适用 于 尾 何 拓扑 空 
间 ， BE, Hit, HA 1943 年 由 Eilenberg 在 [Ei 3] 
中 才 克 服 ，Filenberg MWY OCR ERP RRA, BE 32% 
[Gr-H} 或 [Sp 2]. 


85.3 Cech 同调 


奇异 同 疝 不 适宜 于 将 Alexander Xf {A E EEr S S* 中 的 任 
 BETFHEX. 1925 Œ, Alexandroff Æ [Af2] 中 举 了 一 个 简单 
BF: SER 中 由 满足 | 


0<2<2/3n, sin < y<2 


的 tx,y) 组 成 的 开 集 U, X EHAR. U AU ÉR FRE 
是 连通 开 集 .因此 H (RA X ZAD (222) E X HIE— 
奇异 单 形 均 不 与 由 0<z<a 及 y=sin 二 定义 的 X 的 某 个 开 子 集 
V 相交 ,由 此 知 H,{X:2/22Z) = 0. M] Alexander 对 偶 定 理 的 关系 ， 
EP $ 4.3 的 (20) 式 ， 不成立 ， 

这 促使 Alexandroff [Af 1], Vietoris [Vie 1] 和 Lefschetz 
[Le 8] 独立 地 对 于 紧 度 量 空间 去 寻求 新 的 同调 模 的 定义 . 他 们 
共同 的 出 发 点 是 ， 用 一 序列 的 单纯 复 形 去 还 近 给 定 的 紧 度 量 空 
fa}. 这 个 办 法 可 追 潮 到 Brouwer. 

1926 年 Alexandroff [Af 1] 的 做 法 比较 重要 ， 与 Lebesgue 
的 维 数 福 仿 的 做 法 有 关 . EX 是 一 个 紧 度 量 空间 ， 对 于 区 的 任 
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- AR Em = (U), ALLÉE (nerve) NU), A TA 
组 合 复 形 ,其 顶点 为 U, H p HT A AES SMIC p + 1) 7 FE 
组 | LDL X BARNEN = (UL HARTE 
每 个 U, 被 包含 于 某 个 UU 中 ;对 任意 8 取 这 样 的 一 个 = 上 , 记 作 a= 
o( 8), MIRI Us U, Sa NU) A N( 吕 的 一 个 单纯 映 
射 ;诱导 同调 同 态 p, :H.(N( >H. (N) 5 p 之 选取 无 
X .Alexandroff HR X AY] — TS Bi PEP o, E1 mn à 1 HE 
HEHE PRES AEA RAS En 之 增 大 而 趋 于 0, 他 
称 之 为 一 个 投影 谱 . 他 证 明 A, (NE ;ZA2Z) 作 为 向 量 空间 的 维 
BE TT TRE, ,并 与 投影 谱 之 选取 无 关 . 

这 个 想法 在 随后 的 几 年 中 国 绕 着 三 个 新 的 主题 发 展 : (1) JM 
mak BR Sty RE; (2) 同调 群 中 的 拓扑 ; (3) 交换 群 之 对 偶 概 
念 ， 而 在 1935 年 前 后 完成 了 所 请 Cech 同调 . 

捷克 拓扑 学 家 E. Cech 于 1932 FRET [Cec 1]， 对 很 一 
KH fe) X GE SCAR OL OF AN) 他 不 是 采用 投影 谱 ， 
而 是 采用 的 所 有 的 有 限 开 材 得 汪 , 它 科 按 加 细 关 了 系 组 成 一 个 有 
ARA. MAE NODHA p ER H, NOD; OQARA 
上 的 一 个 北 问 系统 .Cech 引进 了 现今 称 之 为 道 向 极限 的 概念 ,而 
对 空间 XE MT ARR Q EM p MARS A, XQ), 
BULA OOo ARR p RIRE, BE RY Cech 同调 群 ,同时 也 有 
aH RY PJ. Be a 0 3 [EI-S2]. 


$5.4 de Rham 定理 


在 Poincaré 的 Analysis Situs [P 2] 的 第 7 了 节 中 ， 他 锥 广 了 
Riemann 和 和 Betti 有 关 在 一 个 C 的 2 维 流 形 上 的 微分 形式 (dif- 
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ferential form) 的 积分 的 周期 【petiods) 与 Betti R= A RHR. 
他 考虑 的 是 我 们 今天 所 说 的 闭 形 式 ， 虽 然 那 时 尚未 引信 外 微分 
(exterior differential) F d, iA Rt RiR E. 一 个 
HN m FR Se A AN m 维 于 流 形 上 的 积分 值 称 为 它 的 周期 . 
请 注意 ， 那 时 一 般 的 Stokes 公式 尚未 明确 表 出 ,但 他 陈述 了 下 
面 的 重要 结果 和 任 一 闭 的 着 形式 在 不 同 的 六 HA TT RUE E 
期 ， 均 可 罕 示 为 某 些 周 期 的 整 系数 线性 组 合 ， 这 些 周期 最 多 有 
P,, 一 1 个 .这 里 Poincaré 的 Betti 数 P, 比 后 来 采用 的 多 1， 这 个 
有 关 微 分 形式 的 整体 性 质 的 结论 随后 似乎 无 人 人 讨论， 直到 法 国 数 
FE. Cartan 于 1922 年 写 下 了 著名 的 书 [CE 11， 在 其 中 开始 
考虑 整体 性 质 ， 特 别 是 ， 他 证 明 在 R 中 任意 闭 的 Ci 的 p 形式 
(p> AE IE GI. BRE SE p- 1 形式 的 外 微分 .事实 上 ,这 个 
结果 已 被 Volterra 于 1889 年 证 明 , HE. Cartan 称 这 个 事 
实 为 "Peincare 引 理 之 道 ” ,因为 他 称 ded =0 为 Poincaré 引 理 .他 
同时 注意 到 ,这 个 结论 在 一 般 的 流 形 上 不 成 立 . 例如 S? 上 每 个 2 
形式 部 是 闭 的 ,但 不 是 正 合 的 .然后 他 于 1927 年 至 1935 年 之 间 ， 
做 了 一 系列 涉及 Lie 群 和 齐 性 空间 的 整体 性 质 的 工作 ,其 中 拓扑 
性 质 最 引 估 注目 ,在 这 些 工作 中 ,他 不 断 地 运用 外 微分 形式 ,这 已 
成 他 的 论著 的 “商标 "了 .很 有 可 能 当 老 Cartan 熟悉 了 同调 论 以 
后 ， 被 边 绎 运算 的 公式 93-0 与 外 微分 运算 的 公式 d-d=02 
AW met. ATOR ZEDE SER Lie 群 时 ， 心 中 就 在 考虑 对 任意 p 
2s0， 闭 的 疡 形式 在 正 全 意义 下 线性 无 关 的 最 大 数 ， 即 取 闭 的 p 
形式 w; 的 最 大 数 目 . 使 得 任何 不 全 为 0 的 实 系 数 线性 组 合 
DA; 都 不 是 正 合 的 .他 猜想 对 于 可 定向 的 nn 维 C! 流 形 M， 该 
数 等 于 M 之 Betti À b. 

设 M 有 一 个 C' ZAHA, AIER p 维 闭 链 ，w 为 任意 闭 
的 Cp 形式， 定义 一 个 双 织 性 映射 如 下 


(eee, = | ow. (1) 
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Eu 是 正 合 的 , 即 © = dr, Elp- VER, NH Stokes AR 
| = | az = | : - 0. 即 (e wy=0. 设 M 的 Betti 数 是 有 限 的 ， 


E. Cartan1928 年 在 [CE 2] 中 狂想: 

L AA pp 形式 使 得 对 所 有 的 记 维 闭 链 c Afkc,wo)=0, 
则 w 是 正 合 形式 ; 

ll. À p AIS c 使 得 对 所 甩 ME © Asc, ew) = OO, e 
BUS. 

瑞士 人 de Rham 在 他 的 学 位 论文 [Rh1] 中 证 明了 这 两 个 
命题 ， 从 而 证 明了 ， 对 任意 p0, EEFEXT 户 闭 形式 线性 
无 关 的 最 大 数 ， 确实 等 于 M ÉJ p BE Betti 数 5,， 此 后 这 个 结论 
A de Rham 定理 . 

在 证 明 中 ，de Rham 反复 地 运用 “Poincaré SH", X 
ETUIS. US$ “Poincaré SH" HAE ATR BRA 
“Poincaré ¥| BE”, W SIE. 此 外 ，de Rham 当时 为 处 理 积分 时 
比较 方便 ， 用 到 的 三 角 训 分 是 方 体 训 分 ， 在 单纯 复 形 训 分 情形 的 
简化 证 明 ， 读 者 可 参阅 [Si-T] 及 其 中 译本 . 一 个 运用 东 论 的 证 
RTS] [War], 不 过 这 些 都 采用 了 上 同调 的 语言 . 

de Rham 自己 在 1950 年 以 前 并 未 将 他 的 定理 用 .上 同调 语言 
Fir. EHEM 1935 FE, de Rham KARA EX HR, SH 
pA p EAF FEN, HR NAH p EN. MET 
1950 年 ， 他 采用 了 S. L. Sobolev ML. Schwartz EU HIT NM 
(ka), BWP eee [Rh5]. EHER 
用 上 同调 语言 . 

但 是 ， 容 易 想 象 ， 上 同调 概念 的 产生 肯定 与 de Rham 定理 
的 证 明和 发 表 有 关系 . de Rham 定理 不 仅 是 同调 论 历 史上 的 一 块 
里 程 碑 ， 而 且 是 拓扑 学 ， 分 析 学 和 几何 学 之 间 的 关系 ， 或 者 整体 
分 析 学 的 历史 上 的 一 块 里程 碑 . 
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55.5 上 同调 概念 


在 1935 年 莫斯科 举行 的 国际 所 扑 学 会 议 上 ，Alexander 和 
A. N. Kolmogoroff W A žhe Hih E EARS ARRS, M, 
FÉES ER [Hop 14] 和 [Why 16]. Kolmogoroff 是 苏联 最 
优 天 的 数学 家 之 一 ， 但 他 参加 拓 拉 学 会 议 并 在 会 上 提出 上 同调 和 
乘积 理论 ， 出 平 与 会 者 之 意料 . 在 他 讲 完 后 .Aiexander 当场 宜 
布 ， 目 己 阳 得 到 了 同 祥 的 定义 和 结果 . 据 H. Whitney 的 回忆 
LWhy 16], 他们 两 人 都 带 着 印 好 的 文章 ， 我 想 ， 上 应 当 是 -Ke 1， 
2] 及 [Alı2, 13]. 

x [Al 12],， 设 到 是 一 个 有 限 的 或 无 限 的 组 合 复 形 ， 
S,(K;A) 是 系数 在 一 个 离散 交换 群 A 中 的 有 限 p 维 链 所 成 之 
| FP, Alexander 考虑 定义 在 S, (KAERA BRET A 之 对 偶 或 特 
征 标 群 A( 即 À 为 从 和 到 T=RZ 中 所 有 同 态 所 成 之 群 ) 中 的 线 
CE pa BRA p 维 上 链 , 所 成 的 类 SoC RK; A). MIR 2,6 S,(K;A) 
为 z, = Majo, FH ss EA, =O BRAS 7 Oh. A & € S'CK: 
AMEI 2’ (o,)= 8€ A, 

(z,,2%) = 2,10» Bj E T= R/Z. (2) 
Alexander E ÆPR < za, 2°) A fie, 上 之 积分 " ,这 似乎 暗示 出 他 
从 微分 形式 得 到 的 启发 . 而 边缘 运算 3,; S,(K;A)~>S, (K; 
各 ) 之 相伴 运算 为 连续 的 同 态 d,-: SP I(K;Ä)>SP(K;Ä), 
Alexander 和 为 derivative, 现今 称 为 上 边缘 (ecoboundary) 运 算 . 
Alexander 还 指出 可 取 ASZ, ASR, ET A SA ZIERT 
ie MF INA PER We. E[AL13]F ‚Alexander # 3K HIRE 
(特征 标 群 ) ,而 对 任意 变换 环 4 DRE X p 维 上 链 A 模 为 所 有 群 
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IZ: S,CK;A)>A 所 成 之 A HAN S’(K;A)=Hom(S,(L; 
AJ A). 

ERFNFZEN Pe Ph o LARS. 对 奇异 理 
论 ， 这 是 由 Eilenberg F 1944 年 完成 的 [Ed]. 他 没 用 到 任何 新 
概念 ， 取 空间 X 的 奇异 p SE ZIK S, (X: Z)， 然 后 对 任意 交 
mH G., ROR prey 


SP(X;G)=Hom(S,(X;Z),G), (3) 
及 上 边缘 运算 8 :S2(XIG)-> SPOCK GH 
o Be) = fd, 412). (4) 


xT ze SA; ZI), BRA Öp © 1 = 0. 因此 pP HE CURE 
B’(X;G)=Im 8p- ÆA F p H ELAR Z(X;G)=Ker 6, = 
P. H ZX: G/B? (X: G), CHE HC(X;G), 称 为 空间 六 的 
系数 在 群 避 中 或 以 G 为 系数 群 的 p ER p Mar LA H 
对 上 同调 群 可 类 似 地 定义 .拓扑 空间 之 间 的 连续 映射 和 系数 群 之 
间 的 同 态 均 诱导 出 上 同调 群 之 间 的 同 态 .还 应 注意 的 是 ,可 以 定义 
空间 X KARLE H(X; G). BASAL G-H]. 

对 于 Cech 理论 , 亦 可 建立 上 同调 概念 . 设 由 是 空间 OX 的 任意 
ARR IT it AR NCBA RA RIE. REET G 为 
系数 群 ,得 上 同调 群 H” (NCD;G) 组 成 的 一 个 顺 向 系统 ,其 顺 向 
极限 

HP(X:G)=limH?’(NCW:G) Ä (5) 

称 为 空间 X 的 系数 在 群 G 中 或 以 G 为 系数 群 的 基于 有 限 开 覆盖 
的 Cech 上 同调 群 . 美国 数学 家 N. Steenrod 证 明了 [Stel], & 
X TARDE, FA G 是 一 个 离散 群 ， 则 有 一 个 自然 司 构 

HXIG)E(A(X;G)),, (6) 
右边 是 HP(X,G)59 Pontrjagin Hi, A X 的 系数 在 晤 的 紧 
SHAG PBR GRIEG 为 系数 群 的 Cech fra) ihe] AE , 

Op Ay SE NM SB] X 的 以 为 系数 群 的 基于 任意 并 覆盖 的 Cech 

63 


上 间 调 群 ， 它 一 般 是 不 同 于 上 而 定义 的 H° (X; G). 读者 可 以 
+ [Ei-S2]. 

Alexander 还 存 1935 Æ [Al 13] 据 出 另 一 个 定 闪 上 同调 群 
的 办 法 ， 后 来 被 下， Spanier 于 1948 年 推广 和 简化 ， 于 今 称 为 
Alexander-Spanier 上 同调 [Sp 1, 21. 2 X Zitate, G 
是 任意 交换 群 . 群 C (X: G) BAA BR Be Ps fe] X" = 
XxXxX BG 的 映射 组 成 ,是 一 个 交换 群 . HPT HH 
人 


pri 


Ch (X; GERIR XA 的 对 角 线 的 某 邻 域内 为 0 之 映射 组 
成 . 上 边缘 运算 p: CLX; G) >C; GA 


Ô af (zo, py Ts Ept) 
pl 

一 SOC Olt A ros Eks s Ep41). (7) 
=U 


号 证 d,4+1°0,=0. ISF, 5, CCX; G) COX; G), id 
KR CX; G) = C'(X;G)/Co(X: G)ELURENR 5,: 
C’(X:G)>C?’*'(X3G) 仍然 有 36 =0. 对 应 的 上 同调 群 
记 为 H'X:G). RAS X HG 为 系数 的 Alexander-Spanier 
上 同调 群 ,相对 上 同调 群 羡 可 类 似 定 闵 . 这 种 上 同调 对 仿 紧 空间 而 
言 , 有 所 博 崩 紧 性 (tautness) . 


$ 5.6 乘积 运算 


上 同调 概念 出 现 的 当时 ， 贵 正 使 拓扑 学 家 惊喜 的 是 ， 对 任意 

有 限 的 欧 氏 单纯 复 形 攻 ， 能 够 定义 上 同调 类 之 间 的 乘法 ， 即 可 
定义 双 线 性 映射 | 

H?(K;A)* H(K;A)=H*{(K;A), (8) 

其 中 A 是 一 PRAT AMEE HK A) = 四 H*(K:A) 为 各 
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El RZ AW A OK ; ADR ÉTEND Æ FR SE A 
一 个 结合 环 . 注 意 , 当 并 是 一 个 可 定向 的 ” 维 芭 的 组 合流 形 ,并 且 
A TRE), FH Poincaré 对 侦 定 理 以 及 H'(K;A)5 H,CK:A) 
是 互 为 A 上 的 对 偶 空 间 可 得 到 一 个 自然 同 构 

HP(K:;AÏZ(H,(K;A))" 

CH ,(K;A)+H,_,(KiA). (9) 

据 此 再 按 相 交 性 

H,-,(K;A)* H„-,(K,A)>H,-,-,(K; A) (10) 
BY fa — TRES PERRY (8). 而 现在 (8) 可 对 任意 有 限 的 欧 氏 单纯 复 
EK ZE! 上 节 已 提 到 ， 这 是 由 Alexander 和 Kolmogoroff 在 
1935 年 莫斯科 国际 拓扑 党 会议 上 独立 地 提出 的 . 

Alexander 在 【Al 13」 中 的 定义 有 毛病 ， 而 在 [Al 14] 中 他 
接受 了 Cech [Cec 5] 和 Whitney 的 建议 [Why 16] 后 作 了 改 
H, 后 来 Whitney 在 [Why 7] 中 又 独 立地 讨论 并 建议 了 “上 积 
(cup product)” 这 一 和 名称 和 记号 aU b. MA Whitney HITS Jr 
AMT. ARRAS KMART ARI w, BME 
链 之 间 的 一 个 双 线 性 映射 

SP(K;A)X SICK ;A)>SP*9(K 2A) (41) 
号 成 (f,g)m FUs HERAF p + qg) (ro tp. Tp 415 
"24 MARME wo PARRE ro <a <<, 
(FU g Eos Eara) 
= f(zos stp) erp pris spa) (12) 
则 有 
Sratf Ug)= 87 Ug+(— Dr Cg). (13) 
从 而 大 f, g BA LAS, W fg 亦 为 上 闭 链 ， 并 且 fUg 的 
ERMA ARS Se 之 上 同调 类 a Mh AK, IE ae. HHA 
可 以 证 明 a U6 SK EATS eo 的 选取 无 关 . 由 此 定义 了 线 
性 映射 
H?(K;A)™ HICK ;A)~HPe TICK ;A), (14) 
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(asb) aa, 


并 有 交错 交 搁 性 

bla=(-1)% Ua. (15) 
由 此 , 瑟 ( 攻 ;及 ) 按 分 晤 之 汇 法 成 为 有 分 次 结构 的 一 个 交错 交换 
的 结合 环 . 


AHS GE ME RIZE [Ei3] 中 被 Eilenberg 延 拓 到 任意 空间 的 奇 
se. Ash ETAT ARES Bl RK Se RE A AR PER g: 
GX G — CARE 


HEILK; G) x HK; G HA IRK: GO. (16) 
Cech [Cec 5] 引进 另 一 个 双 线 性 映射 
再 (17) 


Whitney 在 [Why 7] 中 也 狐 立 地 引进 并 建议 了 “ 卡 积 【cap 
product)” 这 一 和 名称 和 记号 Cu, a) ua. S EME, # 
取 和 定 太 的 顶点 顺序 ww、 定义 双 钱 性 映射 
SS) (18) 
为 对 任意 有 序 { 声 + g SERIE Co, , 2 OMR p ELBE 了, 邻 
Croat pag = Flag. Xp) Eps Ept); (19) 
ME | 
Ək NPEL O apta Nf EN: (20) 
ME * BAI ELAR, ec PB, HARA 
只 与 = HEHA u 和 让 的 上 同调 类 a AK, if uNa. MAA 
以 证 明 «Ma 5 K HI MR AIR o HARAK. BEET 
RER (17). 
在 [E13] P, FRAP ee Eilenberg EP SOS RE 
同调 . 
有 关上 积 的 进一步 推广 是 Steenrod 定义 的 平方 运算 和 约 北 客 
等 上 同调 运算 ， 见 第 十 五 章 . 
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第 六 章 ， 同 调 代数 的 诞生 


同调 从 20 世纪 20 年 代 中 期 ， 经 由 Nother 介绍 .将 群 ， 模 
及 环 等 概念 及 它们 的 同 态 引 人 ， 而 形成 代数 拓扑 学 ， 并 得 以 鞍 孝 
oe AT 30 年 代 末 ,已 积累 了 大 量 成果， 拓扑 学 家 们 次 渐 认 
识 到 一 个 空间 的 同调 与 上 同调 性 质 的 表述 可 以 分 为 两 个 阶段 : 第 
一 阶段 是 有 关 链 复 形 的 纯粹 代数 学 的 讨论 ; 第 二 阶段 是 运用 代数 
学 的 理论 于 拓扑 空间 .于 是 自觉 地 从 拓扑 学 的 定理 中 提炼 出 代数 
学 的 定理 ， 这 导致 在 40 年 代 中 期 诞生 了 一 门 新 的 代数 学 分 支 
同调 代数 . 同时， 范畴 和 函 子 的 概念 各 语言 获得 运用 . 重要 
参考 书 有 [CH-Ei]. 


86.1 正 合 序列 的 出 现 


在 1941 年 W. Hurewiez 的 一 篇 没有 详细 证 明 的 短文 
[Hur 2] 中 ， 首 次 将 上 同调 群 之 间 的 风 态 组 成 一 个 序列 


H(A) (BH CA \ BB) 7 


HEHH A rH lB >. 
其 中 A 是 局 部 紧 空 间 ，B 是 及 的 一 个 闭 子 集 ; 上 同调 群 之 系数 
WAZ; j B>A 是 包含 映射 ，v 是 将 A B LA LAH EA 
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ba] RS EE EX À 中 它 购 一 个 扩张 的 类 ;他 定 又 为 : Az EB 中 一 个 4g 
HE CASE, z€ z 是 一 个 代表 上 闭 链 ,将 它 视 为 A 中 一 个 g HE 
Er EB EIR, We 的 上 边缘 Br EB 上 的 限制 等 于 0, 
因此 可 视 为 AN B 中 的 一 个 (g +1) 维 上 闭 链 ,其 在 HAN BD 
的 上 同调 业 记 成 öz. Hurewicz 的 重要 结论 是 ， 序 列 中 每 一 同 态 
之 像 正 好 是 下 一 同 态 之 核 . 后 来 ， 人们 称 这 个 性 质 为 正 合 性 
(exactness)， 这 是 第 一 次 出 现 了 长 正 合 序列 . 

与 此 同时 ， 电 于 同 伦 群 和 纤维 从 理论 的 发 展 〈 这 些 都 有 专 章 
A), B. Eckmann [E 1] 和 C. Ehresmann 及 J. Feldbau 
[Eh-F] 都 在 1941 年 独立 地 建立 了 纤维 空间 的 底 空间 ， 全 空间 
和 纤维 的 同 伦 群 组 成 的 一 个 正 合 序 列 ， 被 称 为 纤维 空间 的 同 伦 正 
合 序列 . 

到 JJ 1945 年 ，Eilenberg 和 Steenrod 在 [Ei S 1] 中 建立 同 
调 论 的 公理 化 理论 时 ， 提 出 了 对 任意 拓扑 空间 X MH FEA, 
同调 群 及 其 同 态 有 正 合 序列 

ce OX) AX, A+, (CA) +H, CX) 
">H (X, ÀA)—0. 
这 是 作为 一 条 公理 提出 的 ， 并 未 指定 具体 同调 为 何 种 ， 

在 间 一 年 ， 老 Cartan 的 儿子 H. Cartan 发 表 了 他 的 第 一 篇 
代数 拓扑 学 的 论文 [CH 1]， 对 局 部 紧 空间 E MRT RPS 
E, URXE\F, AIT RFA. ERAS XK, A 
XBR, FX-XUSFX 5 Alexandroff 一 点 紧 化 . # ARR 
Dt AT = R/Z 的 同调 群 闫 (X) 为 Cech 相对 同调 (CX ,00;T); 
H XERA, WRI CX) A Cech AAA,CX;T).H. Cartan 证 
明了 存在 同 态 23: MEEN FP) TPM FI 


(2) 


je E + 
[Ti FI EN EAF 
(F) (E) (E\F) (3) 


Žr (F) UE) 
是 正 合 的 . 他 先 对 有 限 欧 氏 单纯 复 形 证 明 ， 然 后 过 渡 到 逆向 极 
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HR. 重要 的 古 ， 他 从 这 个 正 合 序列 演绎 出 所 请 Mayer- Vietoris IE 
合 序列 ， 而 将 Mayer 和 Vietoris 的 工作 表述 得 更 为 适用 . 

还 应 指出 ，“ 正 全 序列 ”一 词 是 J]. Kelley ME. Pitcher # 
1947 年 的 文章 [K-P] 中 提出 来 的 ， 他 们 发 现 这 个 概念 对 任意 的 
交换 群 和 和 群 同 态 都 有 意义 ， 而 且 此 前 所 考虑 到 的 有 关 同 调和 上 同 
调 的 正 侣 序列 ,都 是 一 个 第 粹 的 代数 结果 应 用 于 Mayer EXT 
的 链 复 形 而 得 .一 个 链 复 形 是 一 序列 交换 群 局. = (CC), FA 
边缘 同 态 3, :Ci 一 Ci 1， 使 得 ao=0 H9,_,°9,-0X j21. MT 
链 复 形 之 间 的 一 个 同 态 或 链 变 换 7. C »Cc, ， 是 一 序列 同意 
fr CC, ER 方 -1*3;=3。 方 . 由 此 可 导出 同调 群 之 辣 的 同 
ARH, Of.) = 万 R, (C.) +H, (C). 设 有 如 下 形 的 链 复 形 


BE AR H AN AY FF Fi | 
DA, LB. oc. — 9. 4) 
我 们 说 它 基 正 合 的 ， 如 时 对 于 每 个 j} 实 0 INS 
0—A, B, “+c, —0 (5) 


是 正 合 的 ， 这 时 ， 我 们 称 (4) 为 一 个 短 正 合 序 列 - 于 是 存在 所 
HERTZ 


A,:H,(C.}—>H,„-ı(A.), (6) 
使 得 同调 群 及 同 态 所 成 的 长 的 【无 限 ) 序列 
五 了 1 Hg.) 


> H, (A. HE) 
(7) 


CC.) (A. e 

是 正 合 的 ， 同 态 A, EAA HAGE rE CC,， 存 在 - -个 链 y€ B,， 
使 得 z= gly), HO=2,2= 8, -ifaay) 上 及 短 于 人 台 性 ， 知 存在 rE 
A,-1, 4,7 = f,-1(zx}, 并 且 3 _r=0, Fr E—TAÉ, 
它 在 H, (A) PRIM x 只 与 = 的 同调 类 zz FR. RNS 
ARTE. 

FREIE HERF (SO 的 限制 不 是 必要 的 ， 可 以 取消 ， 即 
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7 We RR Z. 若 记 C =(C)， 其 中 心 =C_,， 且 上 边缘 
运算 5: CC "i 即 为 9-;， 则 得 一 个 上 链 复 形 . 所 有 东西 都 一 
样 ， 区 别 仅 蚌 名 词 术 语 不 间 . 因此 ， 有 关 链 复 形 的 结果 ， 立 即 可 
转移 成 为 有 关上 链 复 形 的 结果 . 从 而 由 上 链 复 形 的 短 正 合 序列 


0 — Cp iA 0 (8) 
Sih EVAR SERA AY (R) 正 合 序列 
Hg.) HS) 
(CE pp EU 
“ (B) (9) 
H(A -EDA C ae 
一 些 很 有 用 的 引 理 被 提出 .其 中 有 著 必 的 “R5”, WE 


BE Se fal AS AS Se he A 
Cry ——* Cr; — Cr — Cry 一 (F; | 
le ele im 


Gi —G, — G] —>G, 一 > 
FURTT REA, Fit (A) # u, 是 满 射 ， u 和 u, Ed, N 
us HET: (B) Æ us RS, up Mu, ee, m x3 DE PI AT . 
Fa, À uy, wo, ua, us TFA, Ma, BRA. SH Eilen- 
berg-Steenrod 的 书 [Ei-S 2] 中 首先 提出 来 的 . 


56.2 ETEM Tor 


ARME, Poincare 最 初 是 采用 整 系数 链 ， 在 1908 年 ， 
Tietze [Ti] 首先 采用 模 2 FH, 并 随后 被 Alexander 和 Veblen 
于 1913 FE [ALV] 中 采纳 ， 即 链 的 系数 群 为 整数 横 2 群 
Z/2Z. KR, Alexander 在 1926 年 又 采用 了 更 一 般 的 整数 模 7 
群 为 系数 群 [ALS]. MS. Lefschetz 在 1928 EM, Poincaré 
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的 “ 带 除法 的 同调 ”其 实 是 系数 取 自 有 理 数 域 QQ [Le 6]. MU 
上 各 种 不 同 的 系数 的 选取 ， 并 未 得 到 整 系数 同调 末 能 获得 的 不 变 
E, PEMA TRE. 

1935 Æ, Cech 开始 了 依赖 系数 群 G 的 同调 群 H, X; G) 

的 研究 [Cec 5]. 他 虽 局 限于 研究 X 是 一 个 可 数 的 局 部 有 限 的 
组 合 复 形 的 情形 ， 然 而 他 的 处 理 是 完全 代数 化 的 ， 即 对 于 一 个 目 
由 的 链 复 形 C， 和 一 个 任意 的 离散 的 交换 群 G, AGE TT 
群 H.(C.: GRAF H. (C.; DRRR. Alexandroff M 
Hopf 也 在 他 们 著名 的 书 [A-H] 中 ,对 有 限 复 形 作 了 相同 的 
MX. . 
FRAT IEA KS APES, Cech HHRMA AR, AAA 
生成 元 和 它们 之 间 的 线性 关系 来 表述 ， 不 和 久 , 1938 Œ, Whit- 
ney 在 [Why 8] PFET KERIA, Cech 的 定理 使 可 以 用 内 
昔 的 表述 而 清晰 简练 . 但 第 一 个 完全 的 用 张 量 积 来 腹 述 ， 是 在 
Eilenberg-Steenrod 的 名著 [ES] 的 第 161 不 的 避 题 中 ， 不 这 其 
上 同调 的 公式 里 的 Ext (HCK), G) 中 的 9 应 为 9-1. 这 就 是 
著名 的 万 有 系数 定理 ， 现 在 很 多 教科 书 都 【或 用 不 同方 式 ) H 
al, #0 [Sp2], [Do3], [Gr-H!, [Mu 8] 等 . 

我 们 采用 张 量 积 来 叙述 Cech 的 推理 和 成 果 . EC. HCC) 
自由 的 工 模 链 复 形 ，C MT LÉ Z, 是 由 BABAR, m 
B, 是 由 p 维 边 丝 组 成 的 .因为 9,: CZ, RE Z, RE 
B,-, 它们 都 是 自由 的 ， 因 此 Co 中 有 一 个 自由 子 模 F 《不 唯 
一 )， 使 得 C,= Z, DF,. KG 为 任意 交换 群 ， 以 G 为 系数 的 链 
BHC. DOC ECOG), 其 中 p ARR COG 定义 为 R(C,， 
G)Y/Y(C,, G), R(C,, GABMARA Ce, gE MN AH Z 
H, cEC, Mga, Y(C,, G) AR(C,, G) 的 包含 形 如 
(ce, teasg) cig) Tieg), Ces gi tg) ce, gi) — Cc, gi), 
(re,g)- rlc,g)Rlce,rg)- rtcyg) 的 元 素 在 内 的 最 小 的 子 模 . 
思维 链 群 可 写成 CG = (ZOGO, OG), RLAR 
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3,81:0,86—2,.@6G, 其 核 包 含 着 ZOG, HUBER, 
因此 写成 Z,(C.@O4G)=Z,060Z,, Kr Z, HKer(2,@DN 
(F,@G). FRfB,CC.G)=Im(e,,,@1)CZ,&G. WC. 
HAEA H,, (COG) 的 同调 群 为 H,(C.; G). NH 


Cyr +Z, +H, —0 (11) 

之 正 合 性 得 
3,411 | 

Cr11@G Z,@G HDG 一 0 (12) 

HESTE, ut 
#H,(C.;G)=(H,@GIQzZ, . (13) 

MAA FOG 在 9,691 2 FAA B,-8G, W 

0>+Z,>B,-.O6G~Z,_,QG —H, G 一 0 (14) 


是 正 合 的 ， 因此 Z, ic ve A,-, * GR Tor (H, 1, G), MA 
H,-:5 G WBE (torsion product). 于 是 有 


H,€C.;G)S=(H,WG)OTor(H,-1,G) (15) 
RAYS Aa (1B aR AE ERR) SIE APES 
0 — H,&G >H, (C: G) Tor (H,- 1,670. Ä (16} 


公式 (15) 或 (16) 说 明 ， 取 任 一 交换 群 G 作为 系数 群 所 
得 到 的 p HERR H,(C; G)， 完 全 被 整 系数 同调 群 H, 与 
H, M G 所 确定 . 从 而 整 系数 的 名 维 同调 群 与 群 G， 完 全 决定 
以 G 为 系数 群 的 各 维 同调 群 . 因此 人 们 称 整 系数 群 为 万 有 系数 
群 ， 而 称 公 式 (15) 和 《16) 为 同调 群 的 万 有 系数 定理 . 

还 有 一 个 一 般 性 的 考虑 是 ， 假 设 有 交换 群 的 一 个 短 正 合 序列 


0+ G’--G>G"=>0,. (17) 
而 C, 是 一 个 自由 链 复 形 ， 则 有 短 正 合 序列 

0>C.R8GE>C.SEC>+E. RG’, (18) 
从 而 导致 正 合 的 长 同调 序列 


= —> p(C.;G )~H,(C.;G)—> 
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H,(C.3G’)—H,. (C.G) > (19) 
其 中 的 连接 同 态 8 称 为 Bockstein 同 态 ， 是 由 苏联 数学 家 M. F. 


Bockstein 在 [Bock] 中 针对 系数 群 短 正 合 序 列 0 —Z 7 
一 Zr 一 一 -0 提出 来 的 ， 其 中 pu Am. 


$6.3 KT Hom 和 Ext 


有 关上 同调 群 的 万 有 系数 定理 出 现 得 要 晚 儿 年 ， 那 是 1942 
年 [E-M2). 不 这， 这 里 将 要 用 的 函 于 ， 在 代数 学 上 都 是 已 知 
ff. Hom(A, G) BMRA BG 的 所 有 模 同 态 组 成 的 模 . 设 
下 是 一 个 自由 交 搁 群 ，R 是 下 的 一 个 子 群 ， 记 态 = F/R 是 其 商 
群 ， 则 有 得 正 侣 序列 
0 一 一 R -一 下- 一 -可 0. (20) 
设 G 为 任意 交换 群 ， 则 


0 ——Hom( H, CG) +Hom( F , G ) + Hom R,G){21) 
的 左边 两 项 为 正 会， 而 i# 一般 不 是 满 射 ， 于 是 在 有 边 加 一 项 ， 
iCfFExt(H, G)=Hom(R, G)/Imi * 便 得 一 正 合 序列 


0 ——Hom{H, G)>Hom(rF, G) 一 - (22) 
Hom{R,G)—>Ext(H, GI —D. 

iT or A PAY ASR os LAN TFT A RE. DC. 为 

-TEHN Z RARE, GAEB. 则 Hom(C., G) 

E-TEERE, ARMIER H'(C.: G). 于 是 有 

HF(C.;G)=Hom(H,(C.},G)@Ext(H,_,(C.),G) (23) 
BY HY Ey DR ot AN AJ CEST Sa TE Zt À RAI) ILE FF 
0 —Ext(H, ,(C.),G)—H(C.,G) 
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—+Hom(H,(C.),G}>0. (24) 
lj § 6.2 的 末尾 相对 应 ， 设 给 了 交换 群 的 短 正 合 序 列 
0—G—0 >" i, (25) 
并 设 C. 是 一 个 自由 的 链 复 形 ， 则 存 短 正 合 序列 
0~Hom(C.,G°)~Hom(C.,G)~Hom(C.,G"}>0, (26) 
MTS AE ET BI LE a FF y 
+» HP (CC. 3G} Ht (C. ; G) 
HPCC. , GH (C. Ge, (27) 
其 中 的 连接 同 态 各 也 称 为 上 同调 的 Bockstein Pl. 


§ 6.4 Künneth 公式 


FA FE 1923 EM 1924 Æ, H. Künneth F Ku 1, 2] 和 Lef- 
schetz [Le 5] Br KH EHI KH AN SH À A FH] 9 AT. 
AMAA. 现今 称 这 些 结果 为 Künneth AR. 

如 果 我 们 和 限于 研究 空间 X A Y 为 欧 氏 紧 的 连通 的 胞 腔 复 
形 ， 电 于 不 变性 已 解 武 ， 同 调 不 变 景 的 计算 便 成 了 代数 的 初等 问 
E. xX, YHS, DA X. Y, HE XX Y MA 
SRRAFSH AAAS RHA. Mi Xx Y. TE 
XX YU p RRR ARH ZES, (XXX Y) 可 表 为 以 下 直 
和 分 解 

S,(X x Y=. L CS XOS,- .(¥))} (28) 


现在 来 用 纯 代数 的 说 法 讨论 & C. MC. 是 任意 两 个 链 
EB. EERE C. = C.OC.A 
C= 8 (G@C;-1) (29) 
及 边缘 运算 为 | 
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2, (Oz) = dr Dr, + NEED, 2-8. (30) 
BE, 1°2,=-0: a Mz, MISE, M ,&x, „EHE; 
并 且 和 著 两 个 闭 链 g Me ,中 有 一 是 边缘 ， 则 2,02, BEUR. 
由 此 得 到 一 个 同调 群 的 分 次 Z 模 同 态 

H.(C. )@QH.(C.)— H.C. OC) (31) 

EC AC. HAAAK, M6 FAISAAE RFA 

0 — © (AAC. OH,- (C DH, COC) 
— D Tor(H,(C.),H, ale ))—0. (32) 


OS! 


Za Bs [Sp 2; 228-229]. 


66.5 RESKT 


当 Eilenberg #15. Mac Lane 在 同调 论 中 运用 Ext (A, B} 
NE, WAZEE AREKE, MATA DRAM, A 
数学 的 许 密 分 支 带 来 了 新 的 观点 ， 尤 其 进 速 为 代数 ， 代 数 拓扑 和 
代数 六 何 等 所 利用 . 

1945 年 ， 他 们 发 表 了 一 篇 长 交 [Ei-M 4], P3 EI “W 
本 ”一 词 ， 来 表示 具有 共同 的 结构 的 一 类 数学 对 象 ， 这 些 对 锭 之 
间 有 一 些 “ 态 射 *. 不 同 的 范畴 之 间 有 “ 函 子 他 们 举 了 许多 全 
+, FRR, Fit -E M SE TE PER Bll 20 ER BF VO BO — À DAS PK 
F. 

关于 范畴 与 郴 子 的 基本 概念 ， 读 者 可 以 参考 [Sp2], [ES 
2} 或 [M]. 
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$6.6 SRBSESH 


FT PS BE BR E 16) 4 CCR ER TE CIE M tit. 这 是 
Eilenberg 于 1944 年 在 [Ei 3] 中 首先 对 自由 链 复 形 引 进 ， 和 尔后 
在 [EiS 2] 中 将 “自由 ”这 个 限制 取消 了 . BC. =(C,) 
C. = (Ci ) 是 两 个 链 复 形 ，4. =(u;)M v. =(v)ÆM C. AC 
MSR BT. — TER. fo. 的 链 伦 移 是 一 个 同 态 序列 
h.=(h;),h;:C; 一 Ci 满足 对 于 所 有 jEZ RIA EG, A 

v(x;)—u;(x;)=8,,,(h,(x;))+R; (Apex), (33) 
PHE AERE, AER 
vu; = du h;th; je. (34) 
Be Av .的 链 伦 移 存在 时 ， 则 说 u 和 .是 链 同 伦 的 .此 
时 ， 容 易 验 证 z. So. 导出 同调 群 H.(C.)5 HCC OZA 
RRE H. la Ho). 

链 复 形 C. 与 C, 之 间 的 一 个 链 等 价 ， 是 指 存在 两 个 链 映 射 
for C. CT ge: CC. HB gf C. 一 C， 和 和 
ferga C. >C. 分 别 链 同 伦 于 C. AC. 上 的 恒 问 映射 
因此 当 链 等 价 存在 时 ， 同 调 群 二.(C.) 与 HCC.) a. 

设 C. =(C)jzo 是 一 个 R 模 链 复 形 ， 按 定义 am =0， 因 此 0 


维 链 都 是 闭 链 ， 并 且 序 列 C 一 =- Co -Huo(C.)->0 是正 合 的 . 
C. 的 一 个 增 广 是 一 个 满 同 态 es: Co 一 RR 满足 se*al 二 0， 带 有 增 
J e MERIC. FA TM (acyclic), AR Im J= Kere, 其 
ED DB RAR, 对 于 任意 >O. #H(C.)=-0, HE 
Ho(C.)=R 
目 由 的 增 广 的 链 复 形 首先 由 Hopf 在 1945 年 引进 [Hop 13]. 
76 


他 证 明了 : À (C., e) M (C, €) PRR RMR 上 的 增 广 
自由 链 复 形 ， 并 且 (Cl, ee) BEAM, MX {EE A EARS 
p: RR, BEE f.: C. 一 C.， 满 足 使 图 表 


A ay z 
el, 一 一 > 人， . eine on — Co —_—_»F} 一 一 > 个 


| f; | fi-1 | fi | Fo | cp (35>) 


os On ut en] 一 Zr > 
是 交换 的 . 并且， 任何 两 个 这 样 的 链 上 映射 7，8g 都 是 链 同 伦 的 . 
FE, 车 {C.,，e) 和 (C.,， ee’) 都 是 零 调 的 , 并 H p: RT 
R' 诱 导 的 同 态 g; Ho(C.) 一 >Ho(C') 是 双 射 , M C. 和 C. 是 链 
等 价 的 . 

这 个 定理 是 采用 归纳 的 构 作 办 法 来 证 明 fl. Lefschetz 在 
1942 年 的 书 [Le 12] +, 已 经 采用 了 类 似 的 归纳 方法 来 证 明 用 
不 厨 的 方法 定义 的 同调 模 是 同 构 的 . 他 本 质 上 是 用 到 所 讨论 的 链 
复 形 C. =(C,) 的 每 个 G 都 有 一 个 基 由 欧 氏 单 形 或 由 欧 氏 单 形 
的 连续 映射 的 像 组 成 ， 而 欧 氏 单 形 或 其 连续 蚂 射 的 像 都 是 零 调 
A, ERR AS RT. 


86.7 FAR 


零 调 承载 子 方法 的 发 展 ， 翻 译 为 纯 代 数 的 语言 ， 便 得 零 调 模 
型 方法 .有 重要 上 应用. 
问题 是 赎 乘 积 空间 引起 的 . HX, Y 是 两 个 拓扑 空间 ， 对 
X, YEENIN DREHEN x YSIBRFRHERTES. (X), S (IM 
S.(XX Y). BW S.(X)E S$.(Y) 的 张 量 积 S.(X)COS.CY). 
它 也 是 一 个 链 复 形 .Eilenberg 和 Zilber Æ [EZ] 中 证 明了 下 而 
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的 Eilenberg-Zilber 定理 : ES.(Xx YOM 5.(X)65. (WI 
RE Sr, Ik. 它们 的 后 调 模 是 同 构 的 . 读者 可 以 参考 
LGr-H] 而 得 其 证 明 . 

将 其 证 明 抽 象 ， 可 得 所 谓 零 调 模型 方法 (method of acyelic 
meoedelsj ， 其 最 一 般 的 处 理 见 于 [E-M 10]. 我 们 介绍 其 常用 的 
特例 如 下 . Be API, HE Ke PER RA RAM, RK 
APA, UO (€, Dt) 称 为 一 个 带 有 模型 的 范畴 ， 给 了 从 ga 
阿 上 贝尔 群 范畴 的 一 个 协 蛮 画 子 G，G 的 一 个 基 是 一 个 集合 ig;E€ 
GOM)jes, HP M EM, NF 关中 任意 对 象 xX, ES 
IG(S)(g,):3ET,fEhom M; X) Æ GX) TE DRG 
有 了 一 个 上 述 的 基 ， 则 G 称 为 带 有 模型 的 范畴 CE, M) 的 一 个 
AMT. F 吕 是 从 和 到 增 广 链 复 形 范畴 的 一 个 协 变 函 子 ， 且 
对 每 个 q0, GEBEN, MR G 是 自由 的 ; 车 对 任意 ME 
TR, G CM) BSAA. WK G 是 零 调 的 . 零 调 模型 定理 说 ; 
À GACE (€, MN) DRA BHT RS, W18 G 
是 目 由 的 而 C 是 零 调 的 . MF eR BR ER 7: Go 
GG; ATARI EU À RER ST 7, ce: G> G BARBRA 
的 ,车 G 和 G 都 是 自由 的 零 调 的 ， 则 G 与 G' 是 自然 地 链 等 价 
的 ， 事 实 上 ， 任 一 从 GEG ' 的 保 增 广 的 链 映 射 都 是 一 个 自然 的 
BE PT 

关于 此 读者 可 参考 [Sp 2]. 


$6.8 RRA 


- MAF SPA ERA TT, RX 和 YY 是 两 个 拓扑 空间 ， 
从 Eilenberg-Zilber 定理 知 存 在 一 个 自然 的 分 次 工 模 同 构 
H(XXY;ZIZEH.(S.(KIRS.(Y}), (36) 
MAN SE BIB AY Künneth 定理 (32) 知 ， 有 正 侣 序列 | 
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0 D (HXDISH,- «6 Y:Z))-H,(XX ¥3Z) 
> D Tor H X:Z), His Y;2)) 0, (37) 
由 此 ,对 rE H(X: Z) MZEH(Y: Z), ERA PRR 
(homology cross product} zg Xz CH (XX ¥3; Z) N zz 在 
(37) FETE FRE. 
田 一 方面 ， 对 任意 两 个 交换 群 G 和 G ， 存 在 上 和 链 复 形 的 上 
AR 
Hom(5.{(X),G)&Hom({S.{Y),G)> 


Hom 5. (XS. (Y), GOG’), (38) 
3FH Eilenberg-Zilber 链 等 价 S. (Xx Y)~-S.(XI@S.CYIAH 
EF 

Hom( 5. (X)65. (Y), GG} 

Homi S5. (Xx Y), GG). (39) 

从 而 得 奇异 上 同调 群 同 态 
H(X: GOCH Y: OG HTX X Y GOG’). (40 } 


HAW RRR, RG, C'HXA 之 加 法 群 ， 并 运用 上 典 则 同 态 
AGZA—A, MH (40) 得 
HPÉX:AÏCGOHEVY AI HH XX YA). (41) 
feb, 由 a CHX; A) Woe (Y; A) EXEAMARA 
(cohomology cross product) a X we HÉTIEKXX Y; AIA u Cu 
在 同 态 (41) 之 下 的 像 . 
feel, 5 X= Y Hi, DRE CARMEN, KE Lef- 
schetz 于 1942 年 在 [Le 12] PRA. B2 A: XX X X HM 
FRS, PSA A SHOX xX X;A)7H'(X1A), FRA 
ulv=A'luxv). (42) 
Steenrod T 1953 年 [Ste 11] Si ET AHHUT. WC. A 
C. BRT BOHR. GAH BAP RH. AT « € 
(Hom C.C., G, 和 cE COH g&n) WH (6) AG Z 
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Æ, Me=SoQk,, CH. XARA (right slant product) 
u /e E(Hom(C.. GOH)),-,% 


(u/e)(r S= Ealan kr QA; (43) 
EMAAR BRAK 
8,-,fue/c)=(é,u/eo)-—(-1)" *Cu/d.c). (44) 


由 此 同 见 上 闭 链 u Se SAR Hui TEE, Hu 
FEL MARE c PUK, Mj ure 为 一 个 上 迫 缘 ， 于 是 得 右 斜 积 
同 态 | 
H"(C.@C.3;G)* H,(C;H)>H"t(C,GRH), (45) 
(weep aux. 

将 上 面 的 第 一 因子 换 成 第 二 天子， 类似 地 ， 可 定义 左 斜 积 {left 
slant product) 同 态 

H"(C.QC';G)XH,(C';H)—-H" %,(C:G@H), (46) 


Cur, zh ge \ w - 
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第 七 章 同调 的 公理 化 


到 1940 年 代 蔬 ,已 经 对 不 同 的 空间 类 定义 了 许 密 种 同调 群 
REMI. CARMEN PRR, Eo PRES ale 
同 构 的 . FEN FERKRAHRE, HERR a eE t FT 
H. 这 是 因为 所 有 这 些 同调 理论 都 具有 共同 的 某 些 基本 性质 . 
Eilenberg 和 Steenrod 将 这 些 基 本 性 质 提 取出 来 而 于 1945 年 
[Ei-S 1] 作 为 加 法 同调 和 上 同调 的 公理 化 定义 . 读者 亦 可 参阅 
[Ei-S2], [Mu 8] 或 [Vi]. 


$7.1 同调 理论 的 公理 系统 


对 同一 个 空间 ， 采 取 不 同 的 方式 定义 出 不 同 的 链 复 形 ， 它 们 
可 能 区 别 极 天， 但 何以 所 得 同调 群 彼此 同 构 . Eilenberg 和 Steen- 
rod 发 现 有 一 些 最 基本 的 性 质 决 定 了 同调 群 ， 因 此 他 们 将 这 几 人 条 
性 质 定 为 同调 理论 的 公理 系统 ， 具 体 说 来 ， 同调 的 公理 如 下 . 

te 到 是 一 个 拓扑 空间 ，A EX 的 一 个 子 集 具有 磋 中 的 相对 
tp, W CX, A) RATS. À CX, A) ACY, B) 
BATS, fi: XV BPR, A FCAICE, 
称 (EMSAM (X, A) BISA CY, B) HERR, i 
FE f: (X, A}-~CY, B). 

SSH AE 1 RE ER Rae, RA — À 
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AA, RR, AO 


RETE FIKA F. 
(1} À (X, A) EA, NFARE 
(X, Z) 
A su 
(OO (AS) (X,A}— (X, X) (1) 
| Sa Fi 
(A,A} 
中 所 列 空间 及 包含 映射 均 属于 他 今后 形 如 【 筷 ， 杂 的 空间 对 
Inve X. 


(2) Gf: (X, A) > (Y, B) BFah, W (X, A) 
ACY, B) RETZ, 2 定义 了 (X, A) 的 格 图 中 与 (Y, 
B) BR RAR (Al AD N Py Fe. 

D E AMARAT, ABA FA WER, U fifi tim 
IE. 

(4) FI=[0,1lERKMMÉEMERM,(CX, A) Ez, ME 
RÆHIX,A)XI=(XXI,AXI)ETE, HER go: gi: (X, 
AJ*CX, AX IRMA gr) = (x,0),gir)= (x. D) 
Te. 

(5) 在 弛 中 存在 一 个 由 单 点 组 成 的 空间 . EX, PHET 
A,#&f: P-*X 且 车 P 是 一 个 单 点 空间 ， 则 f 属于 2. 

我 们 还 将 用 到 下 面 的 定义 .在 可 允许 的 范畴 必 中 ， 两 个 映射 
for Ji: CX, A) => (Y, B) RA EA t EREE ef, 
WR FF EAP — FRS ACK, A) xI ——(Y, B), 使 得 o= hgo 
Al fi=hg,, KA fotr)=h(z, 0) 和 fitx)=h(zx, 1). Aa 
称 为 一 个 伦 移 . 

拓扑 空间 的 一 个 可 允许 的 范畴 他 的 一 个 同调 理论 A. Ba 
下 三 件 事 物 组 成 : 对 他 中 每 一 个 空间 对 (X, A) 和 每 一 个 非 负 
整数 gq 有 一 个 阿 贝 尔 群 H.CX，A), KA X A 的 第 g 维 (个 ) 
相对 同调 群 . Darin f: iX, A) > (Y, B) 和 每 一 

B2 


个 非 负 整数 g BOP, fi: H,(X, A) H,(Y, B), 
ay 了 诱导 的 同 态 ， 对 弛 中 任意 空间 对 (X, A) 和 每 一 个 非 负 
整数 a， 有 一 个 同 态 3(g, X, A): H,(X, A) =H,-ı(4A), 
称 为 边缘 同 态 . 这 三 件 事 物 具 有 以 下 性 质 : 

公理 1 #f- Ha, NS, = 恒 等 同 构 ， 

公理 2 (ef). 5gs° fs. 

公理 3 Jefa 一 《站 ) “9. 

公理 4 正人 台 公 理 ) # (X, AD 为 可 多 许 空 间 洁 且 i: Ar 
X, j: X> (X, A) 都 是 包含 映射 ， 则 下 列 群 与 同和 态 之 序列 


d Zs E a 
oH, (A) Hy (0 THX, A 


H,-\(A)—> (2) 
2ERM. EFFI (X, A) BEFA. 

ARS (EEA) Bae PAS mR fo. fi: (X, A) 
> (Y, B) BACH, NTE RHIER EN à, BAS 
fo» 1 fis 是 相同 的 . 

公理 6 (切除 公理 ) A(X, ADR RST, A U E 
xT, HAE UBB FT A HAH. FFB BRB 
eiL XA VU ANAL 一 (和 , 和 ?是 可 允许 的 ， 则 对 每 个 非 负 整数 9, 
HAFRSERMe.:H,(X\U,A\UJZER,CX,A) 这 种 包 
Spat e 称 为 一 个 切 队 . 

公理 7 (RAH) B PP 是 从中 一 个 由 单 点 组 成 的 可 允许 
空间 ， 则 对 所 有 正 整 数 g， 有 五,(P)=0. HP) RAM 
论 的 系数 群 . 


87.2 上 同调 理论 的 公理 系统 


拓扑 空间 的 一 个 可 允许 范畴 他 的 一 个 上 同调 理论 五 是 由 以 
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下 兰 件 事物 组 成 ， 对 他 的 每 一 个 空间 对 (X, A) 和 每 一 个 非 负 
整数 9 有 一 个 阿 贝 尔 群 于 (X， A}, AX A 的 第 a 维 
(个 ) 相对 上 同调 群 . 对 必 中 任意 映射 :XX,A) 一 (Y,B)}) 和 每 个 
ERES qg, A —TAE £7: Hi CY, BJ +H’ (X, A), 称 
为 子 诱导 的 同 态 . 对 必 中 和 任意 空间 对 (X, A) 和 非 负 整数 g, 
有 一 个 同 态 8; HU! (A) +H’ (X, A), KILHSENR. 
这 三 件 事 物 有 共有 以 下 性 质 : 

公理 1c 春 太 = 全 等 映射 ， 则 六 = 恒 等 同 构 . 

公理 zc (geoff) =f eg". 

公理 3c Gc(flA)"=f"°68. | 

公理 À (X, A) 为 可 允许 空间 对 且 『: A—X, j: X 
= (X, A) 部 是 包 会 瞎 射 ， 则 下 列 群 与 同 态 的 序列 


1 o 
=H AKAD 


IHK) H(A). (3) 
EE RAI. IF (X, A) 的 上 同调 序列 ， 
公理 Sc Ba PI DIF EST fo, fi: (X, A) — CY, 
B) 是 同 伦 的 ， 则 对 于 任意 非 负 整数 à, BSAA 所 和 f* 是 
相同 的 ， | 
公理 6c À (X, A) AZ RS, EU EX 
F$HAÄNBEUBSTAHAHR, HARSHA e: (X\U, | 
ANU) > (X, A) 是 可 允许 的 ， 则 对 每 个 非 负 整数 g, A 
FP Sze Fe" -H(X,A)ZH(X\ U.A\UY. 
公理 7c 在 中 是 他 中 一 个 由 单 点 组 成 的 可 允许 空间 ， 则 对 
于 所 有 的 正 整 数 4, A H(P)=0. Hp) TX EF it 6 & 
数 群 . 
至 此 ,我 们 有 了 加 法 同 润 和 上 同调 理论 的 公理 化 ， 而 同调 与 
上 同调 之 间 有 有 对偶 关系 . X Pontrjagin 对 偶 定理 [Pt 1]， 若 满足 
公理 ic 一 7e 的 上 同调 理论 中 的 上 同调 群 总 是 离散 的 变换 群 ， 则 
84 


它们 的 Pontrjagin 对 偶 〈 即 特征 标 群 ) 以 及 对 偶 同 态 将 满足 公理 
1-7. 因此 就 加 法 同调 理论 和 上 同调 理论 而 言 ， 可 以 只 处 理 同 调 
理论 . 


§7.3 广义 同调 和 上 同调 


REJE 1959 年 左右 ， 许 多 在 不 同方 回 工 作 的 数学 家 都 同时 
ay FB BN MASE oh Fh ae [ee BN) Pe M RASE A AI EAE AT 
ETAT, 220 F E Eilenberg Steenrod 的 同调 或 上 同调 公 
理 中 除 第 7 条 维 数 公理 外 的 所 有 公理 ,这 种 虹 子 的 理论 称 为 广 闵 
BA ee EAM. 

这 种 理论 之 一 是 Atiyah 和 Hirzebruch [At-H 2] WER K H 
fe. 关于 它 ， 我 们 还 将 在 第 21 章 中 详细 讨论 这 里 简介 如 下 ， 
在 他 们 的 理论 中 ,多 表示 有 基点 的 有 限 CW 复 形 范畴 ; 协 变 函 子 
KA, BEN e PEREA, DREHEN BR n, EX 

K YIJH KOSKY), (4) 

Kr"(X)=-K "(X,2), (5) 
满足 K"(X)= K(X), K°(X,Y)=K(X,Y), 其 中 BE"X= S'A 
X RRIRAIMEMAE, K(X) EX CAIÉEXR A Grothendieck 
RÉ (参见 [Grol). 进而 ， MAX K°CX, Y). #6 Mi LR 
的 正 合 序列 


RlY) K "(X,Y) >K *(X) 
3 a 

—K Hl Y )——» — K9( ¥)-—_+ K"( Y) --- 

— K"(K Y)— K” (XK) —* K"( ¥)— K" (X, Vy 

(6) 


TÆ, AAH E CEITA NP CAS” EX 
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ie. 因为 它们 满足 除 公 理 7e 以 外 的 所 有 公理 le~ Ge, M 
K'(P) ZZ, Wr: AK’(P)=0, Har À, RPP RAR 
个 由 单 点 组 成 的 空间 . 
由 Eilenberg-MacLane 空间 (2003 16%) 与 上 同调 群 之 
RA 
IX; Kinsan) JA (X;r), (7) 
推广 得 
IX/Y;:K(in,a)] ZH" (X, Yor). (8) 
DFE — PSE Kn, n) S= OK (in, n +1), REEI Elie 
Fi op: 2K (n,n )~Kla.nt+1). 因为 双 角 锥 定 久 了 一 个 同 构 
HT (X; n) =H! (EX; x), BUSA Re AA ES Al PX; 
Kin, qg)IZ=[E" "X; Kee, 2], AIA 
| H(X;n)Zlim[I"X; K(x, gta). (9) 


此 事 可 推广 如 下 . 对 任意 有 基点 的 CW 复 形 之 谱 (spectrum) 

E: EEE, 
及 对 一 个 有 限 CW RI 下 ,定义 一 个 广义 上 同调 群 

HE(X}= lim[S"X;E,,,]. (10) 
ARTEN, XX 的 一 个 CW FRB Y, MAT 2 LA 
HA 

Hi(X, Y)= HiI(X/Y) (11) 
AT LA RE et FE EM Ot Ee ES a AM ic 6c, MARA 
FE 7c NAA AIP RAS PP， A 

Hp PiS lima, CE, + 4). (12) 

Aa Fh BHA Ie th ee ie, RNR RAT ta 

专门 介绍. 


86 


S/H MAI CW BIE 


在 代数 拓扑 学 的 发 展 过 程 中 .。 训 用 到 许多 有 关 商 空间 的 福 
&. 我 们 把 它们 收集 整理 在 这 里 . 它们 都 与 以 后 要 讲 到 的 理论 有 
密切 关系 .这 方面 作出 贡献 的 人 人 很 多， 其 中 英国 拓扑 学 家 J. H. 
C. Whitehead 贡献 尤 卓 . | 


$8.1 Hz 


19 世纪 的 数学 家 们 就 已 经 自如 地 运用 着 等 填 (identifying) 
FI (gluing) 等 说 和 法， 当时 缺乏 精确 的 定义 ， 因 为 一 般 拓 扑 
学 的 基本 概念 尚未 建立 ， 

若 以 德国 数学 家 F，Hausdorff 的 书 [Ha 1] 的 出 版 作为 拓 
扑 学 基本 概念 形成 的 标志 ， 屠 是 1914 年 . 在 那 本 书 中 并 没有 商 
空间 概念 . 

第 一 次 谈 到 商 后 扑 的 可 能 是 R.L.Moor 1924 年 的 文章 
[Moo]. TA] 1934 年 ，H.Seifert 和 W. Threlfall 的 书 [Se-T 1] 
则 用 专门 的 一 节 来 讲 “Identifizsieren” 《早年 的 江 先 生 译 本 译 成 
“县 合 ")， 我 们 现在 译 成 “等 置 ”. 

商 空 间 的 一 般 的 定义 最 初 见 于 1940 年 出 版 的 N. Bourbaki 
的 [Bou]. Hi MOE. 设 巨 是 一 个 拓扑 空间 ， 尺 BE 中 的 一 
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”个 等 价 关 系 . E/R RER 之 下 的 等 价 类 所 成 集合 . 称 使 得 上 典 则 
映射 o: E>E/R ERE/R 上 的 最 精细 的 拓扑 次 巨 AR 上 的 
Hmi. 集合 E/R ML TRAME ÆR 2 FH SS ME 
(quotient space). FR, RARE T A EI 9 — RP SEE Pr. 
如 定义 在 商 空 间 E/R ERS S ESA, SAMS fee HE 
ei). 还 讲 到 开关 系 和 闭关 系 等 概念 ， 寺 空间 的 商 空间 每 等 . F 
别 还 讲 到 两 个 商 空 间 E/R MFS AFP SIN (E/R) x (F/ 
S) BRSRBSAEXFRFRPRARX SH BSI (EX 
F) /(RXS) EN m —— NW, MS RAS PRK ARY GS 
SU (al Rt, (A— ARERR SEE. 在 该 书 的 第 一 版 中 ， 这 个 事实 
fee RARER TE, ME 1951 年 以 后 的 版 中 得 到 纠正 ， 并 在 习题 中 
安排 了 一 个 具体 重子， 说 明 这 个 上 典 则 对 应 不 是 同 胚 ， 


§ 8.2 Wo H 


设 外 是 一 个 拓扑 空间 ，A EXAT. 设 等 价 关 系 为 
ARRET, X\ A 中 点 只 与 自己 等 价 ， 对 应 的 商 空 间 记 
A X/A, BRAD X AA ESSA (collapsing 或 shrinking) 成 一 点 
而 得 . J. H. C. Whitehead AFE 20 世纪 30 年 代 [WhH 14] 就 
用 到 它 . AEX PHI, MRR o: X>X/A RA EX 
LA EÆMX\A BXA iola) ERT. 对 于 尾 何 满 
ÆH*(X, A)J=HÉ(X \ A) H°(X/A, lol A) )DZEHL(X/ 
AN Tp( 有 及 )|) 的 上 同调 理论 ， 从 上 同调 正 合 序列 即 可 推出 
HP(X/A)=H(X, A), 对 p>1, 及 HCX/A)THI(X, A). 
特别 当 闭 集 4 是 及 的 一 个 开 令 域 基 本 序列 的 强 形变 收缩 核 时 就 
IX. MR NE A BAH, WA RKAS 
He(X), 对 pel, 及 H'(X/A)Z=H°(X). WR ACBÆX À 
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FASE. X/A 中 的 像 (BD ERREF B/A, FH(X/A)/ 
{(B/AABRÄHTXI/B. 


88.3 常用 的 一 些 构 作 


A. % (cone) 

设 xX MSA. RS Y= XXI REM FSA, = 
XX 10}. 将 A MARS YAp, RA X ERASE 
(unreduced cone) 并 记 为 CK. CX 是 可 缩 到 一 点 的 ， 并 且 XW 
等 同 于 Y 中 闭 子 空间 及 x {1| 在 CX 中 的 像 . 由 相对 同调 的 正 合 
序列 得 

H,(CX,CX \ X)=H,-,(X4) SH a>, 

H,(CX,EX \ X)=Ho(X). (1) 
HOARE € X, MCX x 101) U lin! X DIR H RE M ER 
V/CCX X IG) U lzot XTRA (X, xo) ERATE Cre- 
duced cone) 或 简称 锥 【ceone)， 并 记 作 CX. CX ER zo. 

P. WA (suspension) 

采用 (A) PARTS, FAS Xx fll, CE ČX=Y/ 
Ao 中 的 像 已 等 同 于 X. 然后 将 X 更 缩 得 商 空间 CX/X, WR 
EX, BA X 上 的 未 约 化 双 前 锥 (unreduced suspension, suspen- 
sion 也 译 成 同 纬 构 造 )， 类 似 地 ,将 CX PTA) NX 塌 缩 得 商 空 
BICX/X, WIE EX, PRA X ERIC (reduced suspen- 
sion) 或 双 角 锥 (suspension), FETIH, BW S 9.8. 

C. FRA (wedge product) 

Ex, Y RAPES, 2 CX, EY. 定 基 点 空间 
(X, xo) Al CY. vo) MMe MA, ETZHFXLY PH za 
与 vo FAMER, iv XV Y. 它 局 是 于 乘积 空间 XX Y 
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FRFZRLKK typhi UCiag) Y), KEN HRHASTEXVY=- 
(XX lyot}U Claoi x Y). 

E XX Y 中 的 子 空间 XVT= CX x [yagi DU mM IX VIE 
HA A TS BS SE XA Y= XX V'/XVY, PAS 
MAI IX, zo A (Y, vo) SEM (smash product). & RE 

SIA XEX. | (2) 

D. EM (join) 

AIERT El RR RTE H. Poincaré 就 采用 过 ， 现 对 两 
个 任 间 的 拓扑 空间 其 MY EX TMS. LÉ XX Y XI ali 
等 价 关系 尺 A: FOS, EX, yE Y, ir, y,:) AS 
目 己 等 价 ; DER rCX My, yeY, (zx, y, 0) 5 (x, 
»,0) 等 价 ; SER x, fs EX MEY, (x, v, 1) 与 
Cx’, y, 1) 等 价 . XX YXIRFRRR 的 商 空间 记 作 其 x Y, 
BAX MY 的 联 积 . 在 商 映 射 p: XXYXI—X« Y SF, 
XX YX OI IE Xx Yxi AR A STR OX AY. al, 
CX EX 与 一 个 单 点 集 之 联 积 ， 而 未 约 化 双 前 锥 IX EX 与 一 对 
点 的 联 积 . 

E. PIS) {adjunction} 

J. H. C. Whitehead 在 1938 年 [WhH 15] 还 引进 了 附 贴 
空间 的 构 作 以 研究 同 伦 问题 设 三 和 YY 是 两 个 拓扑 空间 ，A 是 
XA—PFR. f: AY 是 连续 映射 .在 不 交 并 XUY 中 引进 
FHERR WF. N zEX\NA 它 只 与 自己 等 价 ; 对 yEY,， y 
Sf “(y} 中 所 有 点 互相 等 价 . HEM(XIIY)/R, i fe X 
UY, BASH X HA 用 ff 映 到 YY 上 的 附 贴 空间 ， 商 映射 p: 
XL IY>X U YEY EIRE Y MER XU Y 的 子 空间 
p (Y). 因此 ， 在 这 个 意义 下 可 认为 了 是 XU /7 的 子 空间 ， 如 
FFAZLXÄHMTER, Bp ÆX\A LESBEN N A AIR 
RXU,Y HA TÉCXU,Y)\2CTY) mR X, Y 都 是 正规 空 
mM, ASX 的 闭 子 空间 ， 则 XU,Y 也 是 正规 的 . 
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F. Wt (mapping cylinder) 

x my Hit SE], e X> Y 是 连续 映射 . J. H. C. 
Whitehead 在 1939 Æi 3i ET A ST EE AIR UT FR. E R g ja 
XXI PROF 4EX xii EX MR r, lire fx), XK TX 
x 11: FRA Y ER, ic Z,, A PR 
ft. 由 (CE) A, Y JAREZ 的 子 空间 ， 同 时 三 利用 z 一 
(x, 0), BAARI, ERA ZAP SW. MH Y 还 是 QZ 
AJ 58 JES AE UC AE AB 

若 re X 是 给 定 的 一 点 ， EZ 中 将 1xol XI EZ POR 
塌 缩 成 一 点 所 得 商 空间 ， 记 作 Z,, RA 了 的 约 化 映射 柱 . 了 15 
是 Zr 的 强 形 变 收 缩 核 . 

G. RRSt#E 【mapppig cone) 

EX MY HITS, f: XoY 是 连续 映射 . H (A) 和 作 
ike: CX. 再 按 CE) ME CXAX AA RRB Y 上 的 附 贴 空间 
记 作 Cr = CXU Y, RA (HRB. 也 可 以 取 CF) 中 约 化 映 
SR Zeo 再 将 子 空间 X BER — Same, BY C;=2,/X. 
ER M. Barratt # 1955 Æ [B] MD. Puppe # 1958 Æ [Pu] 
ELA. 


$8.4 CW HE 


自从 1933 年 ， 法 国 数学 家 C. Ehresmann 为 了 计算 格拉 斯 

曼 流 形 的 同调 而 采用 胞 腔 前 分 以 后 ， 最 重 变 的 一 步 推广 是 ]. H. 

C. Whitehead 于 1941 年 [WHhH 14: 273] 提出 的 概念 。 当 时 称 

z “WAJE (membrane complex)”， 到 1949 年 他 改称 为 CW 

复 形 ， 意 思 是 “ 闭 包 有 限 并 具 弱 拓扑 的 复 形 《closure finite com- 

plex with weak topology)” 的 缩 称 [WhH 9]. 这 现 已 被 认为 对 同 
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伦 论 来 说 是 合适 的 而 被 广泛 使 用 的 基本 概念 . 

一 个 CW 复 形 是 一 个 Hausdorff SEK, K 分 解 成 满足 下 列 
条 件 的 不 相交 的 子 集 lei 的 并 ， 满 足 : 

(i) 每 个 e 是 同上 及 于 一 个 开 的 胞 腔 ， 维 涩 为 n (aldo. 并 
H, VE THE e, ， 存 在 一 个 连续 映射 

f: Diak, 
HR DCE n(a ) HERR E 2S IE FO ER O DORT 
THR e.. ERAM e, 的 特征 映射 . 

Gi) 属于 闭 包 e, 而 不 属于 e。 的 每 个 点 zx 必 位 于 某 个 较 低 维 
数 的 胞 腔 es FP. 

Gii) MEARE. K 的 每 个 点 必 只 被 包含 在 一 个 有 限 子 复 
ep. 

(iv) SF. K 的 拓扑 是 其 有 限 子 复 形 拓扑 的 顺 向 极限 . 
BF KK 的 子 集 是 闭 的 ， 当 且 权 当 它 与 每 个 有 限 子 复 形 之 交 是 闭 的 . 

H. Miyazaki 于 1952 年 [Miy] WEHT, 每 个 CW 复 形 都 是 
DH EI. Tit J. Milnor 于 1959 年 [Mi 9] EH, 4 Y EIRE 
Sl, X ÆA CW 复 形 的 伦 型 时 ， 连 续 映 射 空间 COX, Y) A 
有 CW 复 形 的 伦 型 . 这 说 明 CW 复 形 很 适用 于 同 伦 论 ， 

Kr Civ) 中 弱 拓 扑 的 称 竖 是 J. H. C. Whitehead 采用 的 ， 
fA J. Milnor 不 同意 这 样 ， 他 在 《 示 性 类 》 [MIS] 一 书 的 63 页 
脚注 中 认为 ， 这 里 的 “ 弱 ” 是 指 有 较 多 的 开 集 ， 这 与 分 析 学 家 的 
SITE XA. HAE ARR A “MAF, “大 拓扑 ”或 
“Whitehead ith”. 在 该 书 的 73 — 74 页 给 出 CW 复 形 定义 时 ， 
ERRA “Whitehead 拓扑 "， 其 实 J，L，Kelley 于 1955 年 专 为 
“青年 分 析 学 家 须知 ”而 写 的 《一 般 拓扑 学 》 [K] 的 38 页， 就 
议论 过 这 件 事 ， 当 然 ， 最 好 今后 避免 使 用 强 或 弱 这 种 词 ， 而 当 记 
到 别人 人 用时， 冷静 些 先 弄 清 其 涵义 即 可 ， 好 在 即使 采用 “ 闭 和 包 
有 限 并 具 怀 德 海 拓扑 的 复 形 ”， 其 种 称 仍 为 CW BE. 
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AIL eH al fee 


同 伦 是 连续 形变 这 一 直观 说 法 的 拓扑 学 定义 .Poincaré 运用 
同 伦 定 义 了 基本 群 ， 这 是 第 一 个 用 群 表 述 的 拓扑 不 变 量 . 他 同时 
定义 的 同调 则 并 未 用 群 表述 ， 而 是 用 Betti À, MEIE T PER 
u. 基本 群 的 拓扑 不 变性 是 显然 的 ， 而 说 明 同 调 的 邦 扑 不 变性 是 
极为 困难 的 . 对 此 ， 我 们 在 第 四 章 中 已 详细 介绍 ， 其 中 用 到 了 第 
三 章 中 介绍 的 由 Brouwer 引进 的 单纯 远近 . 这 里 包含 着 同 伦 概 念 
EN. FL, Brouwer 是 正式 定义 同 伦 概念 的 第 一 位 数学 家 . 

但 直到 20 世纪 30 年 代 以 前 ， 同 伦 概念 在 拓扑 学 中 处 于 一 个 
辅助 的 地 位 .1930 年 代 ， 随 着 Hopf 不 变量 的 发 现 ，Huarewicz E 
X TAHERE, FERRERAS AE. 此 后 的 一 
段 长 时 期 ， 代 数 拓 拟 学 可 以 被 理解 为 这 样 一 个 学 科 ， 许 密 重 要 课 
题 来 自 同 伦 论 ， 而 它们 的 解决 通常 需要 借助 可 计算 性 更 强 的 同调 
论 ， 并 同时 将 同 伦 与 同调 应 用 于 流 形 理论 . 


69.1 基本 群 与 复 登 空间 


基本 群 (fundamental group), BÆ% jE] (covering space) 和 
TECH (properly discontinuous group) 是 现代 数学 中 三 个 相 
互 关联 的 重要 概 伪 . SAS PMA PRR ASAT. 但 在 历 
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史上 出 现 的 咽 序 是 先 有 纯 不 连续 群 ， HF Fa, Rela A RÆ 
本 群 . 

用 现代 数学 语言 来 说 ,一 个 纯 不 连续 群 GG 是 一 个 拓扑 空间 
XBSER BAR TE, AB FAHRER: Ee CX, FEE 
r 的 一 个 开 邻 域 UU 使 得 对 任意 两 个 不 同 的 元 素 s，s EG 而 言 ， 
ERS UNS -UU= 名 ， 由 此 可 知 ， 对 任意 TEN, z 的 轨道 如: 
zEX FIN - TER TR, FERN ss r EG RG 是 
一 个 一 一 对 应 ， 

在 19 世纪 Gauss 时 代 ， 就 用 到 了 纯 不 连续 群 ， 例 如 CC 中 的 
整 变 换 群 z Ort mot no, HP m, n JM, I w w 
AR BR, ME o/a 不 是 实数 . Gauss 用 它 来 研究 椭圆 函数 ， 
Guass Œ P FMH (modular functionsy 时 用 到 了 半 平 面 Re z > 0 
上 的 变换 = ar - Bir + diz ER, KT a, 8, y, 8 
均 为 整数 ,满足 ad — By =1. Gauss 还 引进 了 基本 区 域 (funda- 
mental domain) 的 概念 : X ATED, E8 中 和 任意 两 个 不 同 
RBA RT G 2 FA —-MÉ, HE, 对 所 有 SEC 得 到 的 不 相 
次 的 子 集 ss:' 吕 ， 形成 X HB — +7 4> A. Riemann Rin mG 
Dedekind, Klein, H. A. Schwarz, I. L. Fuchs FA, th a 
了 更 多 的 纯 不 连续 群 及 它们 的 基本 区 域 . 后 来 在 Poincaré 手中 形 
成 了 关于 高 克 斯 群 和 克 菜 因 群 的 一 般 理论 . 

Riemann Å b HA TRATASE, BEARER phe T i 
面 . fea T AR S E A A E ie HRSA, LEE 
“ADB SBS”. PARDESH, UBD RAM Ses 
ES. JE, Schwarz, Klein 和 Poincaré [P 12; 147] SHC 
中 某 开 子 集 U AU FIRE AT RM — TARA ER G MBAR F, 
将 其 边界 粘连 而 构 作 曲面 KOU 是 基本 区 域 下 在 避 中 诸 变 换 之 
下 像 的 并 集 ， 它 是 明 面 K 的 一 个 复 秋 空间， 而 下 经 由 G 中 诸 变 
换 而 得 复 雪 空间 中 的 “ 层 (sheets)}”， 类 似 的 司法 可 用 来 定义 有 
ARH RBS, EK U PARP ARC 中 至 少 一 个 非 恒 等 元 

94 


的 不 动 点 .总而言之 ， 用 现代 语言 来 说 ，K 是 轨道 空间 UG. 
还 值得 指出 的 是 ，Poincaré SEM T A A Rẹ SSE] (universal 
covering space) AY MES. 

BASAL LaF. 设 X MY BRS, p: 
YX HEARS. WAM PRR co X, MATHS 
U, i U) 是 了 中 不 相交 的 开 集 和, SH, ET V, Æp 
< PRR ARE RU, WMA—-TRERN, (Y, pY 
AIX TRES M. 

最 后 ， 征 Poincaré Æ 1895 年 的 Analysis Situs © P 2] P, Xf 
连通 的 流 形 和 引进 了 基本 和 群 概念 . 其 定义 与 我 们 现在 采用 的 本 
mee, 用 到 以 固定 点 a 为 起 点 和 终点 的 环 路 ， 以 保持 固定 
ER PAIE (ME) 为 等 价 关 系 ， 以 环 路 的 先后 连接 作为 
合成 运算 ， 所 得 的 等 价 类 在 合成 运算 之 下 所 成 的 群 ， 称 为 XE 
点 & 钼 的 基本 群 ， 现 在 我 们 记 作 x(XX,a) 或 xj(X,a). 

关于 复 登 室 间 最 重要 的 事实 ， 是 所 谓 道路 提升 和 同 伦 提升 定 
#. 看 来 Poincaré 和 他 的 后 继 者 们 ， 如 Tietze 和 Dehn， 都 知道 
这 个 事实 ,虽然 他 们 并 未 明确 写 出 . 对 曲面 情形 的 这 个 定理 ， 首 
先是 由 德国 数学 家 H. Weyl F 1913 年 在 [Wey 1] 中 陈述 并 证 
HRJ. K. Reidemeister 于 1928 年 发 表 了 一 篇 短文 [Rei 1], it 
及 基本 群 与 复 准 空间 ， 他 只 限于 讨论 三 维 组 合流 形 ， 并 且 没 有 陈 
述 提升 定理 ,直到 1934 年 ， 在 Seifert-Threlfall 的 书 [Se-T 1] 
中 ， 才 以 提升 定理 为 基础 透彻 地 给 出 了 基本 群 和 复 春 空间 之 间 的 
关系 .虽然 他 们 限于 讨论 局 部 有 限 的 任意 维 的 单纯 复 形 ， 但 只 需 
和 作 一 些小 的 变动 ， BRAT Rey SE EZE, HEART 
mF: 

A. 设 Y 是 外 的 一 个 具有 投射 p 的 复合 空间 ,并且 ae xX 
EHER, AH n (X, a) BREA p la) Ek. HFX 
中 和 任何 以 a AERARII 7, AiR be p Ko), TEE Y 中 
以 上 5 为 起 点 的 唯一 的 道路 Y,， 使 得 poy, = y. 并且， 如 果 7 是 
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X 中 以 a 为 起 点 的 同 伦 于 y 的 环 路 ， 则 对 应 的 道路 六 是 同 伦 于 
yY, 的 . 因此 ， 由 于 EB, y Ar 有 着 相同 的 终点 ， 
Mine RAR b Aly We Rae en (Xa MAU be 
u. PÈRE, (b uj- oe = b- Cav) Hm OX, a) PIERCE u 
Ale Bear. Alm (X, a) 石 作 用 于 p la). 

B. SEAS FE EA A Et LEE Ph Fb 2 IB) AE SER TO TE B 
ER- Pee ea. OT SEE ESR f: XX AIX 中 A 
趣 点 的 环 路 y， 则 fer AX PU fla) 为 起 点 的 环 路 . Ay, 种 
Ya À X PL a 为 起 点 并 在 下 中 同 伦 的 两 个 环 上 路 ， 则 for, 和 
fer X PRIA. 国 此 得 到 一 个 映射 f.: m (X,a)> 
LX , 它 将 rm (a) 中 和 任意 类 u, Ak u 中 任意 环 路 > 
对 应 的 环 上 路 了 ry 在 mw (XX ,f(a 中 代表 的 类 .不 难 验 让 ，f, 是 
一 个 群 同 态 . 

C. RX RREA], Y EX MESSE), Ep: Y 
X HN, AU Y 是 道路 连通 的 充分 必要 条 忻 是 ， 对 于 一 点 
ae X, m(X,a)E p la) LEER ERY. Mit, SFE 
mbCp (a), WA | 

BP :sm(Y,b)onm(X,a) (1) 
EEH, FARRER b En (Xa) fFAF p (a) kn weet 
Se MR b'=b'u Bp Ca) PRB, wn (Xia), ORD 
的 稳定 子 S SE b RE TS, CHERS, = u Su, Al 
pan Y, bB pin Y LOEn X, a) PRAE. 

D. EX, YAIR eS, YEXHNZBEH, U 
b: Y 一 XX 为 投射 AZ 是 道路 连通 空间 ， :2 一 X BER 
射 ， 且 设 cEZ, 使 f(c)=a . TEJ: Z-Y, GE p-f = 
f, Bfle)=6 Ha=p(b), N 

F-miZ,c)Cp,m(Y,B). (2) 
反之 ,由 此 条 件 推 得 ， 如 果 两 条 道路 y, y 连接 点 c BM eZ, 
06 


D fey 和 Fz 在 了 中 以 5 为 起 点 的 两 条 提升 的 道路 有 相同 的 
终点 . 

E， 若 入 是 道路 连通 且 局 部 道路 连通 空间 ， 并 且 YAY 是 
X 的 分 别 以 p 和 pp 为 投射 的 道路 连通 复合 空间 ,bE Y, bp E 
Y ， 使 得 p(5) = p {5')=&. 邮 存在 连续 映射 9: YOY, Efa 
at )=b,Y RY 的 以 9 为 投射 的 复 检 空间 , Hp = peg Ay 36 
Ab Ph SE SAREE po, (Yb DFEHEF penl Y b -TTH. # 
Bl, CY’, pO 5Y, p) WM EBREE, pom (Y,.5)5S 
p.m Y,D) E mX, a PIER. 

F. EXNTSTArEX, FETES x MAÉ V, 使 
得 V 中 任意 以 z 为 起 点 的 环 路 在 X A TEE x I, 
Wie X 为 局 部 半 单 连通 的 . EX 是 道路 连通 的 ， 局 部 道路 连通 
W H Bep PEGE HY, ac xX. KL A oa x, (zx, ca) 的 任意 子 群 . 
则 存在 X KK -TIRSH(Y,p). Epin Y, bH, AT 
CY (218 p(b)=a. 8), 若 百 = 平凡 子 群 , 则 了 是 单 连通 
的 ， 这 种 (Y,p) 称 为 X MAIRES. RUA TAREE 
空间 的 存在 性 ， 由 CE) 可 知 其 唯一 性 . 顺便 提醒 读者 ,为 保证 
万 有 和 滥 秋 空间 的 存在 性 ，XX 的 局 部 半 单 连通 性 是 必要 的 ， 因 而 
不 是 过 分 的 要 求 . 

G. 若 基 和 YY 是 道路 连通 空间 ，(Y,p;} 是 X 的 复合 空间 ， 
Y 到 自身 的 一 个 同上 肽 了 RACY, pM -THRBER, & pe fa 
pp，(Y,p) 的 所 有 复生 变换 在 复合 之 下 成 为 一 个 群 ， 记 作 Autx 
(CY), 称 为 (Y, 万 ) 的 复生 变换 群 . 设 (Y,p) 的 复合 变换 fF 将 
p-i(a) 中 点 5 PH FE). 则 有 了 mCtY,b)=m(Y,6b)， 
H p.m(lY,b)=p.m(Y,b). MR bMS 有 相同 的 稳定 了 于: 
S= Sse， 由 (CC) 可 知 S, =u Su. Hu DRS, Em(X,a) 
中 的 正规 化 子 N(S,) 之 中 . 由 此 可 知 ，Autx (YIZN(S,)/S,. 

特别 ， 若 对 于 菜 个 点 5Ep la). p.m(Yb)Enm (X, 
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aEN—-TEMTE, WCY, DRAN X HP ENS Baa. 
KY, pea RUS XS -tENESSA, wes 
SER Au, CY) TPS FB, (X, plpa Y, b). X 的 
EWE SSC Y, othe eA X tee ake” [Mr 
Auty CY RR ACY, pa) “See” IS, Be EMSs 
RTE “a YY BY oP Be a a, LES LR Pe BE 
Fi, MX BARU iP eM RAM. HCY, 
PUMCZ, EX MIEWREBSH, (Y,r)E Z IENE BS 
FH], ZAKRET DE G, K, H, M K=G/H. 

由 此 可 见 ， 当 把 基本 群 与 复 亚 空间 理论 结合 起 来 后 ， 便 获得 
一 上 套 诬 刻 击 完美 的 理论 . 读者 可 参阅 [Gr-H], [Mas 3], [Si-T] 
或 [Sp 3]. 


$9.2 基本 和 群 的 计算 和 基本 性 质 


基本 群 的 定义 并 不 复杂 ， 但 计算 却 并 不 容易 .这 里 我 们 介绍 
有 关 基 本 群 的 一 些 最 重要 的 基本 性 质 ， 它 们 是 有 助 于 基本 群 的 计 
算 的 ， 

A. 基本 群 与 一 维 同 调 . Poincaré 时 然 没 有 对 同调 采用 群 的 
概念 ， 但 他 在 1895 年 的 Analysis Situs [P 2] 中 , PARRA 
T TRH. HA, ema aKa) FH, 行 有 会 共 点 的 闭 曲 
Ro (1<j<m) HH 。 之 间 有 关系 


Syisgetts so" = fel, a; CZ, (3) 
则 此 关系 给 出 了 之 间 的 一 个 “同调 ” 
tilg E eac Tte Hapen 0. {4) 


Poincaré 接着 断言 ,所 有 1 维 的 “同调 " 均 可 如 此 得 到 、 这 个 断言 的 
Be Th te eR EE (X.a ) 的 交换 化 同 构 于 1 维 同调 群 百 ( 文 ;Z) 
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如 今 , 这 已 是 代数 拓扑 党 标准 教科 书 中 的 一 个 重要 定理 . 

B， 车 给 了 两 个 定 基点 空间 ( 苹 ,xo} 和 (YY, y). MA AEE 

们 的 定 基点 的 乘积 空间 ( 买 X Y, Cro, vo). 存在 一 个 自然 的 同 构 
ri ¥ Cros vo} em CX ro) Xm Y , yo). (5) 

C. 由 89.1 之 (F) 可 知 ， # X MY BARREN. Y E 
单 连通 的 ， 且 (Y,p) 是 天 的 复 枯 空间 ， 则 (YY,z) 是 互 的 万 有 复 
Basil. I CY, p) AY eR Autx (Y= (Xa). À 
Auty (Y) 可 计算 ， 则 x (X,a) 可 计算 . 例如 圆周 SS AA R 
FERRÉ Zz 之 下 的 商 空 间 ， 即 让 是 S 的 万 有 复生 空间 ， 复 生变 
RE Z, Ber (S',a}=Z. 

D. ER Poincaré 列举 过 少数 基本 群 的 例子 ,但 他 并 无 完整 
的 证 明 ， 对 于 单纯 复 形 ，Tietze 于 1908 年 [Ti] 给 出 计算 基本 
群 的 算法 . 设 对 所 论 空 间 给 定 了 一 个 单纯 的 三 角 剂 分 工 ， 有 限 
或 无 限 均 可 . 设 基 点 xo E T ioH. RER T PA 
点 zo 为 起 点 和 终点 的 枝 环 路 ， 即 其 像 是 展 布 在 工 的 符 干 条 述 
(一 维 单 形 ) 上 的 环 路 .Tietze 认为 《没有 证 明 ， 因 为 那 时 间 伦 
的 确切 福 念 尚未 定义 )， 任 意 以 r; 为 起 点 的 环 路 同 伦 于 一 个 如 
目的 楼 环 路 ， 然 后 ，Tietze 用 到 Dehn Al Heegaard 在 [DH] 中 
定义 的 组 舍 方 法 : 在 若干 个 楼 环 路 的 并 列 式 子 aiaz…ar 中 ， 当 
出 现 先 后 相 邻 两 棱 汶 相反 时 ， hé vu} (ue), RARE RC we") 
(vu) ©, v, VHTFRIERSBZRAN, HE 
们 删除 而 得 组 合同 伦 之 楼 环 路 .从 而 (XX,z0) 只 依赖 于 TH 
ee aT?) Tietze BR THE Of LA H Alexander FY) À Ab EEE F 
以 证 明 ， 这 在 Seifert-Threlfall 前 书 [Se-T] 中 给 出 了 细节 . 读者 
还 可 参考 [ST] 和 [Sp 3]. 

E. Seifert-van Kampen 定理 . # X MIME, AX, 
和 X, EX 的 两 个 道路 连通 的 开 子 空间 ， 使 得 X=X UX. 4 
果 开 子 空间 X= XNXX 非 空 且 道 路 连通 . Ki: Xo X, 和 
in: Xo + X2 Reid, Seifert F 1931 4 [Sel], van Kam- 
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pen 则 稍 晚 一 些 [vK]， 独 立地 证 明了 ， 对 于 zo€ Xoni X, az) 
BSR AY A Hi Æ FH xi LXi, zo) * Tmi X ro) À F # H EX i 
REN iis Cadiz. (a 1) 的 元 康生 成 的 正规 子 群 之 
Mit. 这 个 定理 很 有 用 处 ， 关 于 它 的 证 明 ， 读 者 可 在 [Se-T 1] 
中 找到 基于 单纯 复 形 的 讨论 ， 一 艇 的 处 理 可 参考 [Mas 3], E 
有 一 个 透彻 的 讨论 . 

F. HHEH. 图 (graph) 331 维 单纯 复 形 . 设 区 
是 一 个 连通 的 项 ， 则 其 基本 群 x (K 2) BAH. XA(D)%h 
Tietze 的 作法 及 K 中 无 2 维 单 形 可 证 明 . 反之 ， 任意 自由 群 可 
实现 为 (HAFT) 一 个 连通 图 的 基本 群 . 用 这 个 办 法 ， 可 以 容易 
地 证 明 O. Schreier 于 1927 年 [Schr 3] 中 用 纯 代 数 方 法 证 明 的 
重要 事实 : 自由 群 的 子 群 是 自由 群 . 设 自 由 故 G le] #4] FE 
K 的 基本 群 x, CK,zxo), MHEG IER. 89.1 AY CF) a, 
FEKNM-TEBNZBESEK, HERR x (KO 
五 ， 因 为 图 的 复 普 室 间 必 为 图 ， 因 此 五 是 自 申 的 ， 

Dehn F 1912 年 在 [D 2] 中 提出 群 图 ( 德 Gruppenbild), 
理论 上 说 ,可 以 使 我 们 对 每 一 个 群 都 能 看 得 见 . RR GHAR 
TIERE ISI<TD)ER, MUG 为 指标 集 的 一 个 集合 TM,} ,ec . 
定义 图 本 (G), LM 为 其 顶点 ， 对 每 个 s€E GG， 有 2n MEL 
M, 为 公共 顶点 ; St5) = CM Mu), S7? (s) = (M, , Myt). — 1i 
RN ggz gh, HOP esti, IS, <<, HAL M 为 起 点 
的 一 个 楼 道路 S%(s) SS CB) Sie (agi go gun). ERTZ Mi 
的 关系 BB EP =e 怡 对 应 于 PIGJ) 中 的 以 M 为 起 点 的 楼 环 
PA. 如果 G 是 一 个 单纯 复 形 X HEAEm(X,a), Reidemeister 
在 [Rei lj 中 提出 ， E(X.) A XEDERA H, Rp Ka) 
BAA M,. 如 果 g; 是 以 a 为 起 点 的 环 路 ， EWERT X, 2), 
M 5S;ts) 是 以 M, 为 起 点 的 道路 ， 它 经 p RA FH g. 

G. H 空间 的 基本 群 . DS 和 中 有 一 个 连续 的 合成 律 m: 
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XXX, ÉHiCfEm(xr,s)=r"s, BX 中 有 一 个 “ 同 伦 中 
性 元 素 ”e， 使 得 ee 三 e， HIER zEX, HR x rte BLL 
ec 均 同 伦 于 恒 等 映射 ， 这 种 空间 首先 由 H. Hopf 于 1936 年 
研究 过 [Hop 10] ， 现 今 称 为 HSA. 对 于 五 空 间 X 而 言 ， 雁 
Bir RAL A Pr, (Xa) BEERE. 


$9.3 .Hopf 的 工作 


同 伦 概念 的 确切 定义 是 Brouwer 于 1911 年 [Br 7; 462) 给 
出 的 ， 但 长 期 以 来 是 一 个 辅助 概念 . 基本 群 的 定义 虽然 用 到 同 
tE, 但 仍 只 作为 一 维 同 调 的 一 种 更 为 精细 的 说 法 ， 其 重要 性 尚 待 
EH. 直至 Hopi 的 一 系列 工作 的 发 表 ， 特 别 是 1930 年 前 后 的 几 
MIH, 开启 了 同 伦 论 成 为 拓 学 的 研究 主流 的 历史 ， 现 将 Hopf 
这 一 时 期 的 主要 贡献 介绍 于 下 . 

A. Brouwer 猜测 . Brouwer 于 1912 年 的 国际 数学 家 大 会 上 
的 报告 中 提出 了 一 个 猜测 ， 他 说 他 相信 如果 M 是 一 个 连通 的 可 
定向 的 紧 的 nn SERIF f Me 是 从 M 到 SS” 的 两 个 具有 相同 的 
ERBEN, Mfg 是 同 伦 的 . 在 报告 中 Brouwer 对 on 
-2 并 且 M = S? 给 出 一 个 证 明 的 概述 ， 而 在 第 二 年 发 表 了 详细 
证 明 [Br 7; 527-553]. Brouwer 的 上 述 一 般 的 猜测 到 1926 年 
AH Hopf 证 明 [Hop 1]. 这 是 一 个 被 认为 是 机 智 而 复杂 的 长 证 
明 ， 在 很 大 程 度 上 受到 Brouwer 的 技术 的 启示 但 比较 精确 . 设 
M 是 一 个 连通 的 可 定向 的 紧 的 nn 维 组 合流 形 ，f 和 g 是 从 MM 到 
Sn OPH. ZESERR ST. Hopf 利用 Brouwer 的 邮 维 数 球面 映射 的 度 
来 定义 ， 当 F(x)= g(x} 时 ，f 和 g EMzEM 的 重合 指数 ， 开 
证 得 若 重 合 点 为 有 限 个 ， 则 重合 指数 之 和 等 于 (一 1) deg lf) + 
deg e) .进而 用 对 维 数 n 的 归纳 法 来 完成 证 明 ， Heopf Aix TR 
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WT THARE: 对 于 任意 dEZ, 存在 一 个 连续 映射 f: 
MS" deg (了 1)= a. 其 证 明 是 先 设 lM = S”*， 并 对 w=1 RE 
BR aT > 24, HER] FI IR FE Ti — E A 7 FATE RS, 18 deg( f} = 
d; 再 设法 对 一 般 的 M 借助 M 的 一 个 三 角 前 分 ， 定义 一 个 连续 
BRET f: MS" 使 degf f) = +1 有关 这 个 重要 定理 的 现代 证 明 ， 
RAE [Hu 2]. 

B. Hopf 不 变量 . 非 零 的 Hop! 不 变量 的 发 现 是 Hopf 的 划 时 
代 的 工作 .直到 1930 年 前 ， 人 们 只 着 重 研 究 相 同 维 数 的 流 形 之 
间 的 连续 映射 的 同 伦 问题 、 随 着 研究 的 深入 ， Hopf {R A $ ib fF 
[ET EEE Bt Bt f: M— S", 其 中 M 是 一 个 紧 的 Fr 维 组 合流 形 有 日 Fit 
en. MT m<n, 利用 单纯 逼近 可 设 FUat) 不 充满 整个 S", M 
而 可 用 一 个 伦 称 ,使 了 同 伦 于 一 个 常 映 射 ， 因此 这 种 情形 是 平 
几 的 . 对 于 m>n 的 和 情形， 在 1930 EH, 内 n=1 SS, 一切 
无 人 知晓 ， 其 至 对 f: S” 一 S* 亦 一 无 所 知 . 由 于 了 诱导 的 同调 
ERAS.: H,(S +H, (S)AERZ, 和 人们 可 能 企 望 f 是 同 
伦 于 一 个 常 映射 的 . Hopf 在 1930 年 [Hop 7] KH 的 一 项 使 人 
们 大 为 惊讶 的 突破 ， 是 证 明了 从 SA S? 存在 不 同 伦 于 党 映射 
MER, 实际 上 存在 无 限 多 个 连续 映射 的 同 伦 类 , 与 Zz 有 
一 个 上 自然 的 一 一 对 应 ， 对 应 的 整数 值 称 为 Hopf 不 变量 当时 的 
证 明 很 长 ， 有 14 页 ， 用 到 许多 技巧 ， 但 很 清晰 ， 后 来 在 1935 年 
Hopf 发 表 [Hop 9], 他 的 上 还 研究 可 以 不 难 推 广 到 连续 映射 F: 
Ser la ge 现在 载 科 书 上 的 证 明 则 纳 人 已 充分 发 展 起 来 的 同 伦 
理论 之 中 ， 读 者 可 参阅 【Hu 2]，[WhG-] 或 [Ste 8]. 


§9.4 同 伦 理论 基本 概念 的 产生 


A. BESEH. 同 伦 和 伦 移 的 定 必 由 Brouwer 于 1911 年 
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AH, BA E A OW A a ES (deformation) FE fe J. La- 
grange NEN ZED SE PCA SR, RIP RRA le 
Z., 如 Leibniz. B 4h— PSEA AY SY HEH (extension). X 
x, Y 是 拓扑 空间 ,， ABX MTS), f: AY BERR, 
j: ATX EMSRS. BR g: X— Y RAS M-TH, 
HelA=f Rg =f 延 拓 Ho 用 来 表述 伦 移 的 存在 性 ， 设 r, 
ae: X> Y 是 给 定 的 两 个 连续 上 映射. & A = CX X 10i)L (Xx 
1) A ÆXXI0,118— FFSA. WG: AY 为 G(x ,0)= 
fiz)R Gr,1)= giz). M f Mg LI — TEBFRERITG 
到 整个 Xxi0,1] 上 的 一 个 连续 的 延 折 . 这 是 Hopf Æ 1933 年 的 
文章 [Hop 8] 中 指出 的 . 从 此 连 绪 映射 的 延 拓 问题 便 成 为 代数 
拓扑 学 的 主题 之 一 . | 

B. 收缩 核 . 从 空间 X IH -FZHMA MT ERE 
(retraction) ÉTÉ) vr: XA, Mérirx)=zr rE 
A. j: AX AMSMH, TEXÆR rj BA 上 的 恒 等 
Ja, Mihir 是 7 N “AR”. XAFS R A 称 为 和 的 一 个 收缩 核 
(retract), WRG SM X EA HRB Ka. 这 是 波兰 拓扑 学 
家 K. Borsuk 在 1931 年 提出 来 的 [Bors 1]. kE- RER 
HEHE, €A EXHT., MERE ARH f: AY 
HA — THEM e: XY, BER 8g= for ER. Hr°;=1, 
RY 43 FA AT El ÈS 9 € re ju = ly ia): 从 而 可 知 ， {in 一 
DRH SITE n EREB = li, rite tri 
IH —- TB. 由 这 个 人 请 题 ， 可 以 和 敬 易 地 证 明 Brouwer 4 a m 
定理 . 现代 教科 书 上 通常 采用 这 个 证 明 . 随后 ，Borsuk 于 1932 
年 引进 另外 几 个 重要 和 概 售 [Bors 2]: Br AH (absolute re- 
tract), TREE (neighbourhood retract) BATTERIE 
(absolute neighbourhood retract) 等 . Ewa 2 [Hu 2] 或 
[Mu 7]j， 那 里 还 可 接 到 另外 一 些 概念 . 

C. 伦 型 . 伦 型 或 商 个 空间 同 伦 等 价 的 概念 出 现 较 晚 ， 大 们 
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最 初 只 注意 到 空间 的 拓扑 不 变量 ， 即 对 于 相互 癌 胚 的 空间 得 相同 
的 量 或 者 代数 结构 ， 例 如 同调 群 ， 基 本 群 . 后 来 发 现 它们 其 实 关 
于 一 个 更 聊 的 等 价 ， 同 伦 等 价 ， 是 不 变 的 . 1935 年 ，Hurewicz 
在 [Hu 1] 中 引进 同 伦 等 价 为 一 个 连续 映射 Fi: XY, ART 
在 一 个 连续 瞎 射 g: YX, 使 得 feel, Rec fo=ly, M E 
称 为 了 的 一 个 同 伦 道 . 这 时 ， SH X AY aA A te Ete a 
是 同 伦 等 价 的 . 

当然 互相 同 胚 的 空间 具有 相同 的 伦 型 ， 而且 也 容易 举例 说 
明 ， 上 共有 相同 伦 型 的 空间 未 必 同 凸 . 但 对 于 相同 维 数 的 流 形 而 
言 。 具 色相 同 伦 型 与 同 胚 之 间 究 竟 有 猴 少 差异 ， 则 是 一 个 值得 美 
FEMA. 作为 例子 ， 我 们 介绍 透镜 空间 (lens spaces) 的 分 类 ， 
时 在 1904 年 [P7], Poincaré 构 作 出 基本 群 非 平凡 ， 而 1 维 同调 
群 平 凡 的 3 维 流 形 时 ， 他 就 认识 到 基本 群 不 足以 确定 可 定向 的 流 
EAHA. ERSTE 1908 Æ, Tietze [Ti] EX TER EN 
下 .对 于 任意 奇 案 数 p RME OL p - 1 的 整数 o, HR 
的 单位 球体 B? 的 表面 S* 用 循环 群 Z/pZ 作用 如 

lerne), (6) 

KP RECZ pZ, (p, OR S 上 点 的 经 度 和 纬度 ， 所 得 商 空间 记 
作 工 (五 ,9)， 是 一 个 3 维 的 紧 的 无 边 流 形 . 由 复合 空间 理论 便 
Al, Lop, gq) WEARER Z/pzZz， 从 而 知 其 整 系数 1 维 同调 群 
AiCL (p,q); Z) pZ. Tietze 曾 猜 想 ，L(5,1) 与 L(5,2) 是 不 
同 胚 的 ， 这 后 来 由 Alexander 于 1919 年 证 明 [AI 2]. Alexander 
UHH, AFLD OA Lis, )， 同 胚 的 必要 和 条件， 是 存在 某 
个 整数 o, $1 g=+v’g (mod p). J. H. C. Whitehead 于 
1940 年 证 明 ， 这 个 条 件 是 L(p,g) 与 L(p,g 有 相同 的 伦 型 的 
充分 而 且 必 要 的 条 件 [WhH 4]. | 

D. Lusternik-Schnirelmann BE. A237 1930 年 ， 为 研究 大 
范围 的 变 分 学 问题 ， 苏联 数学 家 L. A. Lusternik HL. G. 
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Schnirelmann 合作 [Lu-Sch] [Sehj， 引 进 空 间 X 的 子 空间 及 的 
一 个 数字 不 变量 catx (A). X POSES TS Y 称 为 在 六 中 可 形 
FAE, WRZE Yx EX 中 同 伦 于 一 个 常 值 映射 Y 
一 |a|， 其 中 a BX PHA. WR A EX PART A eal 
点 的 子 空 间 之 并 ,， 则 这 个 数目 中 最 小 者 记 作 catx (A): PME 
Picaty (A)= +0, KP caty (APRA A TEX PÁI Lusternik- 
Schnirelmann BEER (category). HI], catx (X) MA cat (X). 
cat (X)=1 zm X B—ThUeSA. BA, BÉNX TE 
fa}, M catx (AUB) <caty (A) t+ caty (B); BACB, AN 
caty (A)<catx (B). GX, Y HAEREA E E HF A RAI 
#4, N 

suplcat( X) ‚cat Y))<Keat(X x Y)sScar{X) +cat Y) 1.7) 
即使 空间 X IPE A AEA, EFE ACX, ER catx (A) 
>1， 这 是 一 个 较 同 调 更 精细 的 不 变量 . 例如 ， 对 任意 nl, À 
catt Sr 2， 而 对 于 Poincaré 流 形 P, Borsuk 证 明 [Bors 4] cat 
(P}>2. XNA FU, Feal X), M nn (X)E-TEOH 
#[Fol]l. 甘于 这 个 课题 早期 的 进展 ， 可 参考 [Fo 1]， 后 来 的 
进展 可 参考 【J] 4|]. 


89,5 同 伦 群 


虽然 可 以 视 为 一 维 同 伦 群 的 基本 群 于 1895 年 已 正式 定 艾 ， 

但 它 的 高 维 同 类 直到 195 年 莫斯科 国际 拓扑 学 会 议 上 ， 才 由 

Hurewicz [Hur 1] 正式 提出 . 时 间 路 度 之 大 长 达 40 年 ， 这 是 一 

个 值得 思索 的 事情 . 因为 ， 从 Poincaré 采用 S! 到 X 的 连续 映射 

的 同 伦 奖 ， 推 广 到 S” a HERR Hae, MARE 

难事 . 据说 ， 不 少 人 都 称 他 们 也 想到 了 . J. Dieudonné [Di 2; 
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274] in, Cech 于 1932 年 做 了 上 了 上述 之 事 ， 并 且 Cech WE, Dehn 更 
RETIRE TAK AE. Whitney 在 关于 1935 年 莫斯科 国际 
拓扑 学 会 议 的 回忆 [Why 161 Pit, 4 Hurewicz 在 报告 中 定义 
了 不 同 维 数 的 同 伦 群 ， 并 给 出 若干 简单 而 重要 的 应 用 后 ， 
Alexander 说 他 曾 于 许多 年 前 考虑 过 这 个 定 多 ， 但 内 认 为 性 质 上 
过 于 简单 不 能 导致 深刻 结果 而 放弃 Whitney 这 时 评论 道 : 
“看 来 这 是 一 个 教训 ， 即 使 是 简单 的 东西 也 可 能 有 某 种 价值 ， 特 
别 当 把 它们 推进 到 充分 远 以 后 ”但 还 讲 旬 ，Cech MD. van 
Danzig th, fh) AB ee A Sak AA SU TT Hurewiez PEX. 

1935 年 Hurewicz ME MA EV, RAA, WITRE 
Fe LER A PA ah. EX 是 一 个 拓扑 空间 ，xoE X 是 一 
TBENA, MAR. HOX zo BEAR AAO BROS! ,11 一 
(CX roO ARAB, RRA S BAHT SI, Hep s! 
WA C 中 的 单位 复数 所 成 的 子 集 . Wa: S tin ARE 
路 . 于是，Hurewicz 43 SEA Hm (DIN, rn ri， 并 发 现 此 
侈 法 可 以 归纳 地 重复 下 去 、 因此 令 | 


OPK, ro) = QU X xo) xp), (8) 
其 中 x, ABA Sr, ls BAR 
rm CR LX, x9). tp-1) (9) 


称 为 (X,xo) 的 第 p MAK, Hin, (Xe). RF Q(X， 
xb 是 一 个 五 空间 ， 而 所 空 间 的 基本 群 是 变换 的 (参见 89.2 的 
(G)}, AMH p2 时 ， nX ro) 是 交换 群 ， 此 时 群 中 弃 算 记 
作 加 法 ， 

Ea, Hurewicz HUNTER, Xf n22, EX TAXE 
HFN, CX, A, 20), HF ACX, me A. 4 n23 Ffr.(X,A, 
to) CRT, DiC IERE RU, MAR, H n2 有 一 个 
目 然 的 群 同 态 

a:n,(X,A,z0o) 2x, (A ,xo). (10) 
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DA EPI A DRE T. 
到 了 1945 Æ, J. H. C. Whitehead EH T lil ft Hi R ETMS 
组 成 的 序列 
KA >n (A, ra) 
1. a 
Ka X eo) An, X, A, 2x0) — ab 


is i. 
x,- A 2 OX Ho) 


mx, À zo) m A —ng X) 
HIER, SARI HT A RAIA, HPi:.(X,2,)>(X,A) 
A Gs A, OX, AE E A BA. 


$9.6 Hurewicz [i] Al Hurewicz 定理 


Hurewicz 1935 年 论文 中 的 第 二 篇 [Hu 2] CRE EH 
Ta <p) GE RAA ARF H, OX; D*A (他 当时 内 涉及 
上 度量 空间 及 Wietoris 同调 ， 但 在 一 脚注 中 申明 ， 可 用 于 奇异 同 
Bal). CE St Poincaré Wag tian, OX, ro ~H CX xo FED ES 
IT-TBSWAS 

haina X, ro) >H, (X3Z), (12) 

ERS FRA Hurewicz FA. 

道路 连通 空间 X MAR 连通 的 ， 如 果 对 于 Sin, A 
2X, J>d.-ERANXNHH, Hurewicz 证 明了 一 个 非常 重要 的 
和 定理， 现今 通称 Hurewicz EH: FZHBEHSHEX Ein - 
EEE, 7222, WA, ÆA At. 

Hurewicz 同和 态 也 可 对 相对 的 癌 伦 群 和 相对 奇异 同调 群 来 
SEX 
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hit (X, A, zo) H, (X, A; 2), n22. (13) 
从 而 ， 也 得 到 同 伦 群 正 人 台 序 列 与 奇异 同调 群 正 合 序列 之 加 的 同 态 
rR Ao A, To rn To mA 

VA, YA, YA, +A, (14) 
-Hii(X,A H (AZ) -H,(X;Z) -H,(X,A;Z) 7, 
此 图 表 是 交换 的 . 

JE a ES AR (CX. ARRAY n HEU, SRA PP A l= 
iin Ax, (XA. zo =0. ZABIC APRA n 简单 的 ,车 
mA, xo )En, (X, A, cy) ERE H SOP ILAS. FI LL HE BH +A X} N 
Hurewiez 同 构 定理 ; BSB (X, Alen -1lBIHHAS 
n fel ei, WA, 是 同 构 . 

这 两 个 定理 的 详细 证 明 是 民 ， Fox £1943 年 在 [Fo2] 中 给 
出 的 . 读者 可 参考 [Sp 3]. 


$9.7 J.H.C. Whitehead 定理 


1939 &£, J. H. C. Whitehead [WhH 3; 5# T $ Ple # 
价 概 您 : ERA FOX, ro) (Ye )E-Tn SH, BAS 
的 同 态 fa: (X, ro n, CV, yo) ER, M1Kr<n, HÆ 
WN, Sran; ÆA et, 着 它 对 每 个 nn 之 0， 是 一 
个 n 等 价 . 

由 相对 的 Hurewicz 同 构 定理 及 同 伦 正 合 序列 ， 可 导出 由 一 
个 连续 映射 请 导 的 同 伦 群 和 同调 群 的 同 态 之 间 的 著名 关系 ， 
Whitehead 第 一 定理 : 

(i) 若 了 是 一 个 = 等 价 ， 则 奇异 同调 群 之 同 态 f :HH,(X;Z) 
> HCY; LENS, Sr<n, HW, Borsa. 

Gi) Æ X AY ee), Mii i oe. 
108 


结论 Ui) 中 的 单 连通 性 条 件 是 不 可 取消 的 ， 读 省 可 在 [Sp 3] 
的 420 页 找到 反例 ， 

Hurewicz 在 [Hur 4] 中 .， 称 一 个 道路 连通 空间 X 是非 球面 
的 《aspherical) ， 如 条 x; {X}=0, 4% ;j>2. MR X EX BA 
Bassi, RSH Fi, X MTB ee Sl En 连通 的 . 
Hurewicz HR, 若 下 是 一 个 非 球面 的 有 限 单纯 复 形 . MX 的 伦 
Wi HRA RE. 其 证 明 的 要 点 是 ; WTIFflEIXN, 20V, 
yo] WREL SIO Fe » HH fa: (X, m) mV, vo) EH Lf] 
FES 64 RAS. Æ— AIX, 203 Y, yo] BY Homm (X, xo)» 
mY y DEH. Mine XA Y 都 是 非 球面 的 有 限 单纯 复 
W, HAUTEMAN p: m (Xa) Em CY. yo) M im CY, 
"yp )LEm X ro), WFE X, eA Y, vo) gi CY vod 
(X, z) AE fee Mey =o. ATM 

gu’ fr lm: fae ea ln (15) 
上 述 双 射 导出 go fl Mog>ly, M X 5 Y 具有 相 辣 的 伦 
ml. SHARE, ESSE [Wan 1] 中 举 出 例子 说 明 两 
个 空间 的 各 维 同 伦 群 都 同 构 ， 但 不 一 定 具 有 相同 的 伦 型 . 

]. H. C. Whitehead 于 1939 年 将 上 述 结果 大 大 推广 ， 而 得 
Whitehead 第 二 定理 : g XAY E CW RE, MENZAN 
任 一 BRETT. 关于 其 和 证明， 读者 可 参 
阅 [Sp 3; 4051. 

将 Whitehead 的 两 个 定理 合并 后 可 知 ， x7 XX MY BAP 
连通 的 CW BRA f: XoY E TERR, BRS. : H.CX;: 
DH. (Ypk, M 了 是 一 个 同 伦 等 价 . 
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§9.8 Freudenthal X fA E Œ HE 


AM Hurewic © X TFUE, Kitta. 其 中 
主要 课题 之 一 ， 是 确定 当 mien 时 ，n SERS" 的 六 维 同 伦 群 
Ram CS"). 这 成 为 日 1935 年 以 来 ， 许 密 找 数 拓扑 学 重要 技术 和 新 
器 题 产 生 的 动机 ， 由 Hurewiez eH Re, (SZ. 而 
当 mm 之 nn 时， 问题 非常 困难 ， 它 的 每 一 进展 都 引起 人 人 们 的 美 注 ， 
而 且 宇 今 这 些 同 伦 群 尚未 完全 决定 . 

荷兰 人 H. Freudenthal 于 1937 年 [Freu 1] 获得 一 项 重要 
ER. 他 引进 空间 X ARLE RES (RE $8.3 2 (B)), 
并 研究 其 性 质 ， 被 认为 是 同 伦 论 中 的 一 个 重大 步骤 ，EX 可 用 开 
集 Uo= EX \ lag | Vo= EX \ ta AR, BOP a, Ma, 分 别 表 
REXXIO,1JPBIXX FO A Xx i1| 过 渡 到 商 空间 而 得 之 点 . 
利用 Mayer-Vietoris 序列 ， 得 同 构 

8: H(X)ZHP’UIX) Xf pl. (16) 
对 p=0, Re Bp HC XK) aR HK). 

车 ze 是 空间 X 中 一 给 定点 ,将 3X PHB sy 1 
BAR — TR, 2C[0,1}, WREN Ay BE BR BRR fy ECL S 8.3 
<(B)), iM EX. 设 六 是 一 个 CW RH, MUARI EX> 5X 
Ws J Bj ERB Ai. BM, Sse APRA (suspen- 
sion) À 


E:[X, zo: Y, yo] *[EX ,r0:EY, yol. (17) 
El, HF X-=S MY=S", atta AA 
E:n,(S")en, a (571), (18) 


其 中 721 和 n1. MM Freudenthal 获得 了 重要 结果 : FE BH 
TRAM, S1sr<2n- 1; ER THÉ, M +=2n 1. 这 个 
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定理 现今 被 称 为 “容易 的 ”Freudenthal 定理 . HER, E: may 
(ar, STE AM, AB r+Rk<I(n+k)-1, Al 
k>r-2nt+1, BORA 

r (S")——> po CS" 1) 


al (19) 
EBEN: 对 每 个 >>0， 同 伦 群 rs(S) 中 只 可 能 有 有 限 个 不 
A. 4k >r tl wi (Sk BK, RAB ”个 稳定 同 
伦 群 . | 


* 1 


§9.9 单 同 伦 与 Whitehead # 


1938 Æ, J. H. C. Whitehead 枸 恩 了 一 个 雄心 圭 圭 旧 富有 
倒 见 的 计划 ， 以 组 合 方法 来 研究 单纯 复 形 的 同 伦 论 [WhH3, 6, 
9, 12, 15]. 

设 KK 是 一 个 有 限 欧 氏 单 纯 复 形 ，a BK 的 一 个 pp 维 单 形 ， 
并 且 它 是 K 中 唯一 的 p+ 1 维 单 形 r 的 一 个 面 . 令 K ERAK 
中 将 sg Ar ZEH BEN RTE. Whitehead FM K 8 KART 
程 为 一 个 p+1 阶 初 等 收缩 ， 而 称 其 逆 过 程 为 一 个 p+1 阶 初等 
扩张 ， 如 果 存 在 一 个 序列 的 复 形 

K=K,, Ki, =, K,=K’, 
使 得 从 任何 K 到 KK, ;1 都 或 者 是 一 个 初等 收缩 或 者 是 一 个 初等 扩 
oe, MEK MK RK 从 KK 用 形式 形变 (formal deformation) 得 
42, OR K 5 K AFA AR (nucleus). 

THEME CW 复 棋 也 可 建立 ， 并 且 每 个 有 限 CW € 
形 都 同一 个 同 维 数 的 有 限 单纯 复 形 其 有 相同 的 核 . 

在 1939, 1940 和 1941 年 的 论文 中 , J. H. C. Whitehead 
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转 疝 代数 的 语言 ， 特 别 接受 本 Reidemeister PMLA. HK AL 
是 CW RIÉ, K° 和 L* 表 它 们 的 有 HERS, EB f: KL 
KAMMER, NET n OCA FÜKTI)IC LT. fF ES I 
HF TRERN, HSM T ALLÉE Fe, tb Be 
fe 49. RE GH fey M Er A Bf Bee FI FE Se fr E E APE TA] TE 
等 价 . 

J. H. C. Whitehead 给 每 个 同 伦 等 价 f: KL HUT 
ARR mr, (下 )( 同 构 于 x ( 工 ) 的 一 个 交换 群 中 的 一 个 元 素 
AM, BRA F BBE (torsion). Wr Cf) = 0,0 FRA — TER 
伦 等 价 ， 此 时 CW 复 形 K AL 则 称 为 具有 相同 的 单 伦 型 《sim- 
ple homotopy type). 

J. H. C. Whitehead 最 后 证 明 ， 具 有 相同 的 单 伦 型 的 充 要 
条 件 是 ， 存 在 从 K AL 的 一 个 形式 形变 证 明 过 程 很 长 ， 很 复 
条 ， 现 在 已 有 专 鞭 可 资 参 考 , 如 [Coj FAHRER, Hl 
1 J. Milnor 利用 Whitehead #62 HO, EB T 2 ME EH € 
猜测 [Mi 12]. 


$9.10 Hopf-Hurewicz-Whitney 分 类 定理 


我 们 用 [下 ,Yj 表示 从 空间 X 到 空间 YY 的 连续 映射 同 伦 类 集 
F. MARX ES’, RHRACRRSPHRA. WR YES, 
[LX,S 的 次 定 是 同 伦 理论 中 早期 最 重要 问题 之 一 . 

Hopf 在 1933 年 [Hop 8] F, MET SEH X Ei n HE 
有 限 单 纯 复 形 的 情形 . Zr, WARMA Sf, g 属于 同一 
7, MANETTES RÉ FA 

H,{X;£4)>H,(S";Zz) 

R 
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H,(X:Z2/mZ)>H,(S":;2/mZ) , MAE mn 2. 

必要 性 是 同调 群 的 基本 性 质 之 一 .充分 性 的 证 明 ，Hepf 采用 了 
按 维 数 由 低 到 高 归纳 地 构 作 在 X IR EBEN, FREE FIX, 和 
eX HEEE. 这 个 想法 很 基本 ， 后 来 建立 阻碍 理论 时 发 
ETRA. Hopi 将 这 个 构 作 转换 为 从 X_1X[0,1] 上 定义 的 
jE eR DIX, x[L0,1] 上 的 一 个 延 拓 问题 . 

Hurewiez 在 1935 年 [Hur 3] 中， 将 Hopf 定理 推广 到 把 S 
HRA n- DEANA Y， 方 法 上 与 Hopt AM. | 

Whitney 于 1935 年 蔓 斯 科 国 际 拓扑 学 会 议 上 ， 想 到 用 上 同 
调 来 表述 Hurewicz 的 定理 [Why 6 #16], MHRA Whitney 分 
类 定理 ， 用 现代 一 般 写 法 是 ; 设 环 是 一 个 局 部 有 限 的 胞 腔 复 形 ， 
Y 是 一 个 (n 一 1) 和 连通 的 空间 ， 满 足 条 件 当 pent 1, 


H(Xın(Y)=0R HF''(X;n;(Y))=0. (20) 
则 有 一 个 自然 的 一 一 对 应 
[X, roiY ,vo lH (Xin, YY). (21) 


美 于 这 个 定理 ,读者 可 重 考 [Bol] 和 (Who). 
89.11 阻碍 理论 


Whitney 采用 上 同调 以 表述 同 伦 分 类 ， 推动 了 5S. Eilenberg 
在 1939 年 建立 了 阻碍 理论 [Ei 2]. HS, HE 1935 年 Stiefel 
和 Whitney 对 纤维 从 引进 示 性 类 时 就 做 过 类 似 的 事 ， 但 当时 未 条 
用 上 同调 . 

Filenberg 假设 X 是 一 个 局 部 有 限 的 胞 腔 复 形 ，Y 是 一 个 x 
简单 空间 ， 即 道路 连通 且 对 于 任意 两 基点 yo yi 各 两 条 从 yo 到 
yi 的 道路 c cos ETS AU Ma, CY. yo) Bla, Y , 1) NM 
等 ， 这 时 Y 的 第 n 个 同 伦 群 可 不 写 基 点 而 记 成 rn,( YY). 
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HERATA X In ER 32 X, BY 的 连续 映射 f+， 任 双色 
中 有 向 的 Cn + 1 AER r, br 表示 z 之 边界 ， 它 是 -一 个 有 向 的 
n 维 拓 扑 球面 . flor BE Tx, (YIr- TR. 从 而 ， 由 线性 
性 决定 一 个 艺 模 辣 态 

Cn ei Of): CN Zn, CY), (22) 
Me, (EX -ARE Fre, CY) PR On + 1) 4B ESE. 立即 可 
Al, fl oc 可 以 延 拓 到 r 上 ， SAR Hoc, Cf) Cr) =O 
rl, 7) =0. AHERE, cs CET FAIRE, Bca, 
(f)=0, BOSH MR (n+ 2) ER o, A (8e,410f).0)=0, E 
aA 了 的 阻碍 上 闭 链 ， 

设 给 了 两 个 连续 映射 fo. fi: X, > Y AIRES i X, _ Ff, | 
X-WEB G:X,-ıX I> Y,2 F:(X,x (O}/3UCX,_, x DU 
CX, X tli) Y AFCr 0) = fix), Fle. lL =f (2) et EX, 
FI(X,1X1}=G. ， 则 由 下 决定 的 阻碍 上 闭 链 

c( PG CHXX Ian, CY)) (23) 
EX, 10| ES Hl) XO BA, HAG X, X11} ES 
cean OXIE, HPO, TA Co (I;Z) 中 由 0 SERRE OO AI 1 Æ 
成 的 0 维 上 闭 链 . 因此 

EnF) caai lFo)X0- caa FOXI E 

C'T'(XXI,(X x {DH )UEXX 11Min, (YI), (24) 

A FH SEN TE) #4 

C'TIEXXI,CXX IDID)UCXX [1b isa, 0 ¥)) 

=O" Xin, YY)) | (25} 
得 CCX ze, CYA FE, DEALS GH A0), PATEL 
mem. 其 主要 性 质 有 : sdl fo, G, fi) = e{fo) — cf): HHad(fo, 
G.f,)=0 ERM FREHEIX, XI kb. 

ee T PE SEAR fo: NY, 21: 和 1 一 了 和 联接 
万 | 和 gl WEB G; X,-, XI 一 Y， 则 对 于 任意 的 4d EE 
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C'(Xsn,0Y)), TE g, Muh Ji: X,Y, tie eb et 
d( fo, G, f5 d. (26) 

HER f: X, YE-TERBN. MIX, AEX, 上 的 

Br 4q HE Sh f ABATE EHI EE c( DAR — TER A 

cIEH EX ;na,(Y)), (27) 
BRA SE dG f 的 初次 阻碍 (primary obstruction) M] H f #622 46 2 
Xaa t, KEN el) =0. 

上 还 阻碍 理论 可 对 相对 情形 建立 ， 并 月 可 推广 到 纤维 只 的 和 截 
区 的 情形 关于 后 者 ， 访 者 可 参考 Steenrod 4H [Ste 8; Part 
111]. 

刀 采 所 得 初次 阻碍 为 零 ， 则 进而 可 年 多 二 殉 阻 碍 【secondary 
obstruction) ， 它 是 若干 个 上 同调 类 的 一 个 集合 . 对 于 从 复 形 到 n 
PERRIER Cn -11) 连 通 空间 的 二 次 阻碍 分 别 由 Steenrod [Ste 5] 
ÆJ. H. C. Whiteheed [WhH] 讨论 . 对 于 球面 从 的 二 次 阻 得 
HB ee [Lia] RBA MR. 稍 迟 ， 对 于 一 般 纤 维 从 
的 二 次 阻碍 由 Boltyanski TE [Bol] 中 处 理 . 
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RTE ”微分 拓扑 学 秘 始 


HR Poincaré 从 1895 年 的 第 一 篇 长 文 起 所 论 及 的 空间 为 驳 
氏 空 间 中 的 微分 流 形 ， 但 他 所 引信 的 概念 ， 方 法 和 所 得 辣 果 ， 基 
本 上 适用 于 单纯 复 形 的 范畴 ， 尔 后 又 被 用 不 同方 式 推广 到 一 般 的 
空间 ， 而 形成 代数 拓扑 学 . 与 此 同时 ， 有 关 徽 分 流 形 的 拓扑 性 质 
的 研究 ， 也 在 缓慢 地 作为 代数 拓扑 学 的 部 分 内 容 而 发 展 、 其 中 最 
重要 者 有 微分 流 形 的 三 角 剖 分 ，Morse 理论 ，de Rham 定理 和 
Hodge EHE, CLR Whitney 从 1935 年 开始 的 系统 研究 . 


$10.1 微分 流 形 的 实现 


pi DE 16 HU NÉS EH H. Weyl 于 1913 年 在 [Wey 1] 
中 给 出 ， 虽 然 那 里 被 讨论 的 仅 是 2 维 的 曲面 . 现今 通常 采用 的 定 
Mik, 一 个 nn SER C 微分 流 形 AM ， 是 一 个 具有 可 数 基 的 Haus- 
dorf 空间 ， 它 有 一 个 开 覆 芋 ! 501 及 相应 的 映射 族 | gp; ; ， 使 得 mw， 
将 U, (APR R 中 的 一 个 开 子 集 ， 这 样 的 偶 对 fn , o) PR 
为 区 图 (chart), MICU. SH) MARTIN (atlas), 满足 对 
TUNUFL, 映射 or, EM eo (UN U DTR” Ale, (U, 
OU OCR” PRC 阶 映射 . 这 里 >21 是 一 个 自然 数 或 ce # 
时 取 r= ww RATÉ. M 上 的 两 个 上 图 册 如 果 并 在 一 起 仍 
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成 一 个 C' 图 册 ， 就 说 它们 C Sor. M EOC IHN —F C 
等 价 交 或 极 大 化 称 为 M” 上 的 一 个 C’ 缚 枸 .平常 所 说 ， 给 定 了 
一 个 n EC 微分 流 形 M", BIBS TWEE EM PR M", 
FABRSET M ERC Za, Bice 9, hee piace ST — 
MBX CM", 9). Bil, EA BAA, C 结构 HR ET À 
Bi. tosh, eA CORA, RNBRARTP RE. 

Poincaré HJ n FEC’ TUB Abe MER A A ERR E a RY HF 
HI TTRE, RDA. BHA D ai A TRS at 
形 来 定义 的 . 一 个 自然 的 问题 是 : ARE XI C 微分 流 形 是 否 
一 完 可 以 在 某 个 欧 氏 空间 中 “实现 ”为 子 流 形 ， 这 显然 是 一 个 基 
KEN. Whitney 在 1935 年 完成 了 这 一 项 开创 性 研究 [Why 1, 
3, 4]. 他 首先 明确 提出 ， 一 个 答 分 流 形 在 欧 氏 空间 里 的 “实现 ” 
有 两 种 ， 一 种 后 来 称 为 温和 入 (immersion), 他 当时 称 为 正则 映射 
(regular map)， 这 是 C 映射 ， 湾 足 其 切 映 射 在 每 一 点 的 局 部 范 
BAZ; H-HERA (embedding), HERRA. 

Whitney 的 第 一 个 定理 [Why 3] it, E M" ET n C 
MT MIE, Lrs. 则 存在 一 个 M 到 RTC 温和 人 并 且 存 
在 一 个 AM 到 RT 的 正常 (proper) C RA. EWR RZA 
RAR A. 这 个 定理 证 明 的 主要 想法 是 ， 傻 设 M 是 紧 的 ， 则 可 
RADAREM CU à p1), (Uns ps) ee (Uys py)， 其 中 开 集 
KU, Un, ce, U, BRM", FEST HU; ARR 
R” PROF. 基于 p WEM" EEX — TC Bag: MI 
RW E ¢, TEU, 的 一 个 稍 小 的 开 集 VW 上 的 限制 点 | V, = Co; | 
V; OM Vi, Vo, ce, Vi, MAM’. 于 是 f= (pi, posts pa) 
是 从 MARIN - + CRA. 然后 设法 从 ROUE ZI 
R** 或 RR?**!1， 分 别 得 到 C BARC RA. BRM 不 是 紧 的 ， 
M 可 用 相对 爱 的 开 子 和 集 的 上 升序 列 1W,! 来 表示 ， 表 用 对 上 的 
上 归纳 法 来 完成 证 明 . 
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Whitney 在 [Why 3]」 中 实际 上 证 得 更 多 . He: M'’—R” 
是 一 个 CRRA, OKs<&r, n ÉÆXÆM" ERTIES ESE 
H, M N=2n 或 人 22+1T 时 ， 存 在 一 个 C BARRIER C 
HAF: MR", 使 得 œg, MA f 可 通 近 g 到 ”的 程度 直到 
CBr. AE, EN g 是 一 个 毅 值 映射， 人 微 一 个 小 的 摄 动 ( 即 形 
T), ETIE- RARER MA. 

Whitney AERIENE, Hpi TEERAA RRA 
ME, E-E A GI IE REMA R M G. Bat, A AE E E 
Whitney Æ 1935 年 的 另 一 重大 发 现 . Whitney 的 证 明 中 的 分 片 处 ， 
HAVE RER “AGE” (partition of unity). BATS 
#5 iHirM 3] 和 [Mi 6]. 


$10.2 微分 流 形 的 实现 ( 续 ) 及 Whitney 绝招 


1944 年 Whitney 发 表 了 两 篇 连 在 一 起 的 文章 ，[Why 12] 和 
[Why 13], # $10.1 中 第 一 个 定理 的 结论 加 强 而 得 第 二 个 定理 ， 
因为 其 证 明 要 困难 得 和 多， 而 被 人 人 称 为 “困难 的 ”三 hitney 定理 ， 
从 而 前 者 被 称 为 “容易 的 ”Whitney 定理 . “困难 的 ”Whitney € 
Hik: KM’ 是 一 个 C" 阶 的 n EE, Larae, MEE 
MER" lay CA [Why 13] 并 且 存 在 Mr 到 R?" 的 正常 的 
CY RA [Why 12]. 

BER, #-TERF&TAUT BET RBAHAHBA 
以 加 强 为 对 N>2r 1， 但 是 关于 敌人 的 相应 铺 论 当 N = 2n 时 
并 不 成 立 ， 而 具有 存在 性 . 

这 里 ， 最 重要 的 流 形 拓扑 的 方法 论 被 Whitney AMT. 这 是 
FE [Why 12! ©, WEMAIRTHER- TEA, ZEME 
R’PRRA SS RATB AS RAR, RSs i 
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只 有 一 点 公共 ; EM 可 是 向 且 已 有 阿 ， 则 每 个 二 重 自 交 点 可 依 
定向 赋 学 相交 指数 二 1 或 -1; 若 只 有 有 限 个 二 重 自 变 点 ， 将 对 
应 之 数 的 代数 和 定义 为 AWZ L. REA, 在 nS 的 情 
E, ARARA 了 使 得 I 为 0 此 时 自 交 点 必 按 指数 +1 及 
- IRR BR. Whitney 设计 了 一 个 办 法 ,可 以 将 一 对 指数 分 别 
为 +1 太一 1 的 二 重 自 交点 经 过 正则 同 伦 而 消去 . 如 此 ， 可 将 自 
交点 全 部 消光 而 得 一 艇 入 . 

后 来 和 估 们 也 识 到 这 个 办 法， 是 微分 拓扑 理论 中 最 核心 的 技 
À, EPA Whitney 2438 (Whitney trick). 设 有 向 流 形 yv” 中 
KATA AKHA T AJE P AQ 横 截 地 相交 ，dimP + dimQ = 
dimV" =m, #H x, yy 所 五 门 总 的 相交 指数 相反 . SA P PR 
HAC, 连接 x My, EOHFRHRC ER y Aer, 并 日 如 果 存 
”在 从 二 维 圆 盘 DIA vV” ARARA S EEr OD) = CIUC,， 

RUA V 的 一 个 局 限于 F 卫 和 的 某 个 与 其 他 变 点 不 相交 揭 紧 邻 
域 上 的 同 痕 《isotopy) FQERQ.,. QO, 与 PP 横 截 地 相交 并 使 
得 Qj 站 P=(PNQ)\ Ir, >}. 

值得 注意 的 是 ,在 普兰 5 时， 再 加 上 一 定 的 连通 性 条 件 ， 上 
RE PT a RRA V 中 的 圆 盘存 在 ， 从 而 Whitney 绝招 可 以 施行 ， 
UE #23, M" FER PA ERA, RP, QAM" LE 
相交 的 两 片 . 由 于 Ri?" 有 很 强 的 连通 性 ， 从 而 可 成 功 地 应 用 
Whiteny a, TEET n23 时 得 证 . 定理 在 n=1 和 2 时 ， 
是 用 为 外 的 方法 分 别 证 明 的 ， 证 法 比较 初等 . 

Whitney 绝招 在 m=4 时 的 确 失 效 ， 这 一 结论 20 世纪 60 第 
代 之 初 才 被 确认 [Ke-M 2]. 这 是 低 维 流 形 拓扑 学 的 困难 所 在 . 
读者 可 参考 § 26.2. 
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810.3 CV HENZAHD 


A Poincaré Ai =A RAER R — HET IE A, 微分 流 形 的 
-ARo AT FE AR RCE 40 EAM I N FE TA 
的 问题 ”直到 1930 Æ, Lefschetz [Le 8] MH van der Waerden 
[W2] FRR RRR HARDEE. Lefschetz 甚至 将 
FREE. 

S. S. Cairns 1930 FAR, C 微分 流 形 存在 C ZH, 
并 且 两 个 C 三角 前 分 组 合 等 价 [C 1]， 而 详细 的 证 明 发 表 在 
1934 年 的 [C 2] 中 ,他 当时 只 考虑 了 荣 个 欧 氏 空间 中 的 于 流 
形 ， EHE Whitney kA (A $10.2), 4 ADA J4 Æ 
一 个 限制 . 后 来 Brouwer [Br 6_, Freudenthal [Freu 2] #1 J. 
H. C. Whitehead [WhH 4] 都 发 表 了 Cairns WH HIRE. EA 
A) B43 J. R. Munkre 的 书 [Mu 6] 的 第 二 部 分 ， 它 是 按 腿 J. 
H. C. Whitehead 的 办 法 写 的 . 


$10.4 de Rham 定理 与 Hodge 定理 


E $5.4 中 ,我 们 已 经 介绍 过 de Rham 在 1930 年 左右 的 重 
要 工作 . 接着 从 1932 年 起 ， 英 国 数学 家 W. V. D. Hodge 发 表 
T— AAEM, AE de Rham CM, Bor J BAM Hodge EH, 
并 为 代数 流 形 和 解析 流 形 的 同调 的 研究 提供 新 的 强 有 力 的 工具 ， 
受到 高 度 评 价 . 
任 一 微分 流 形 都 可 由 实现 定理 而 配备 多 种 琳 曼 度量 . & M" 
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是 一 个 WARRE, EM) R M 上 的 所 有 光 消 形式 所 成 
RIZE ES], d: EA MSE H MOA MAT. WM" 上 
已 给 定 一 个 黎 曙 度量， 人 它 在 局 部 坐标 下 的 表达 式 为 

ds? = Dies; (um. ,u,)du,.du, ， | (1) 
Beltrami 曾 关于 此 度量 定义 了 一 个 微分 算 子 〈 称 为 Beltrami # 
T), ET T R" 中 的 Laplace RTM XT RSRE LHI A 
数 . Hodge 建立 了 调和 外 微分 形式 概念 如 下 . 利用 M” EHRE 
EAIM 的 切 外 和 余 切 上 关上 的 度量 . 从 而 在 M" 的 外 代数 从 
ACT CMD A ARS. 进而 可 定义 光滑 形 式 上 的 星 号 


(star) MT 

x: EM rE" PCM"), (2) 
BSR Ty « 满足 性 质 

xox —(— jr (3) 
mE SR Os EP OM") EP UCM 

SS (—]p MeV tly age x | (4) 
然后 定义 Laplace-Reltrami 算 子 (简称 拉 普 拉 斯 算 子 ) AH 

À = é4d+ dd, (5) 
A TOS pen Mp 而 言 ， 它 是 E2(M") 上 的 一 个 线性 算 
F. RNS 

| H’ = |o € E*(M"):Aw=0}, (6) 


HF 中 形式 称 为 调和 户 形式. 

Hodge 定理 说 : E— TEPA RNR SWE M E, BT de 
Rham 上 同调 类 包含 着 唯一 的 一 个 调和 闭 形式 ， 这 个 定理 对 复 值 
形式 也 对 ， 此 时 de Rham E PW RF ERN CHAA 
HP’{M": C). 

这 个 重要 定理 被 Hodge 写 进 1941 出 版 的 书 [He] 中 . HE 
书 在 证 明基 本 定理 时 有 和 错误， 在 1952 年 的 再 版 中 才 被 纠正 . 

XF de Rham 定理 和 Hodge 定理 ， 读 者 可 以 参考 [War]. 
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810.5 Morse 理论 


Ay Rb BK HET, HE M. Morse 于 1920 
年 代 建 立 起 一 套 系 和 统 的 理论 ， 用 拓扑 学 的 方法 来 解决 变 分 学 问 
题 ， 如 今 人 们 统称 这 套 理 论 为 Morse Mi. Morse 的 贡献 主要 在 
于 ， 在 临界 点 与 拓扑 不 变量 之 间 建 立 了 联系 ， 由 于 受到 当时 语言 
的 限制 ， 因 此 Morse 1934 年 的 和 名著 [Mor 3] 很 难 阅 读 . 后 来 
Seifert 和 Threlfall 于 1938 年 出 版 了 [Se-T 2], 来 介绍 Morse 的 
TIE, BAGADE EASA. 到 了 50 年代，Morse 理论 
#8 Bott, Smale 和 Milnor 等 人 人 发展 和 运用 ， 芍 得 新 的 辉煌 成 就 ， 
这 时 出 现 了 了 Minor 的 讲义 IMi 14], % Morse 理论 的 基础 做 了 
精彩 的 陈述 ， 并 且 对 于 基础 理论 的 两 项 重要 应 用 ， 测 地 线 和 周期 
性 定理 ， 居 了 严格 而 简明 的 介绍 . 这 本 书 现在 已 成 为 公认 的 
Morse 理论 入 门 的 经 典 著作 . 接着 Milnor 还 出 版 了 [Mi 16]， 介 
绍 了 Smale 做 出 的 Morse 理论 的 男 一 重要 应 用 : A 协 边 定理 ，5 
LUI ES” X Poincaré 猜测 的 解决 即 为 其 推论 . 

这 里 我 们 简介 Morse 理论 的 基础 部 分 . 设 M”* 是 一 个 光滑 的 
n 维 流 形 ，f 是 定义 在 M” 上 的 一 个 实 什 C” RM. 一 点 pE M" 
称 汶 了 的 一 个 临界 点 【eritical point)， 如 果 导 射 df: T ME — 
Y ro 及 EFES, RAH, Ee p NSBRUKRHER A 


Grise) ZFFE) S FEC p) =0. RH SEN F 
的 一 个 临界 值 . 临界 点 p BRA EAR LM, 4 HN H Hessian 矩阵 
| 

HO = (523 P) EAER SR RO RAR RTE p 附 


+; 


近 局 部 坐标 系 的 选取 . HONCODE TM" 上 决定 一 个 对 称 双 线性 
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EX, AAS TSA RAR SER p HIT (index), 
它 不 依赖 于 点 op 附近 局 部 坐标 系 的 选取 EE Hi FARBEN 
LA. BRAY 了 称 为 一 个 Morse PAR, MR 7 RASA eS, 
M" EKER RA g 可 用 Morse ART EHEM. 4 M” 
是 一 个 紧 的 流 形 ， 了 是 M* 上 的 一 个 Morse AR, M F RAAE 
个 临界 点 . 对 于 满足 Os jn 7, FC, 表示 临界 点 中 指数 为 j 
ÉTÉ, R EM 的 第 ;个 模 2 Betti 数 ， 则 有 下 列 善 名 的 Morse 
不 等 式 

Ci C-i to +0 CoRR Rt "+ (1)Ro, (7) 
Sh hl — TER à 

Ca — Cp at tO HTC = RL - Ry te t+ O- 1) "Ro. (8) 

应 当 指 出 ， 上 述 重 要 结果 最 初 起 源 于 1885 年 Poincaré 得 到 
的 常 微分 方程 界定 的 曲面 上 向 量 场 奇 点 指数 和 的 公式 ， 其 后 G. 
D. Birkhoff 在 1917 年 [Bir 2」 得 到 上 还 不 等 式 的 特 款 Ci Co 
=R- Ro. Morse 不 等 式 正 是 此 不 等 式 的 排 广 . 

建议 读者 参阅 [Mil4], [Se-T2] 以 及 IMi 16]. 
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第 十 一 章 ”纤维 从 理论 


纤维 从 理论 ， 和 包括 广 交 的 纤维 空间 理论 的 建立 是 代数 拓扑 学 
和 微分 拓扑 学 发 展 中 最 重要 和 和 节 精 彩 的 事件 . 

纤维 处 最 自然 的 模型 是 微分 流 形 的 切 基 .但 最 早 是 Seifert 
运用 “纤维 ”和 “纤维 空间 ”来 分 解 一 个 三 维 流 形 为 简单 的 对 
R. EA Whitney 建立 了 纤维 从 概念 ， 这 是 一 个 销 构 精 细 而 复 淋 
的 概念 ，Ehresmann $ AS AFMHE, FH Hurewicz 和 Steen- 
rod 每 人 人 参加， 而 完成 了 分 类 理论 . 

纤维 从 理论 中 核心 部 分 是 示 性 类 理论 ,我们 将 在 下 一 章 
SH. 


$11.1 À À 


FATE Poincaré 1880 FAA Ht i oo A ER HET, (EE 
HERRAS. AN Tee RB] R 中 开 集 中 的 向 量 场 ， 市 
且 进 而 考虑 在 某 个 RY PER A Tr 维 微 分 流 形 上 的 向 量 场 . 
这 时 所 论 的 回 量 ， 必 须 是 切 于 M 的 向 量 . 同时 向 量 场 的 积分 出 
线 也 是 包含 在 M” 中 的 曲线 . 

值得 一 提 的 是 ， 当 M 是 一 个 嵌入 于 某 个 R” 中 的 流 形 时 ， 
在 M” 的 一 点 pp 的 切 向 量 概 念 可 用 传统 的 审 绕 上 向 量 之 极限 的 办 

124 


法 来 定 必 ， 并 且 容 易 被 人 们 理解 . 但 是 如 果 M E-TAHENX 
HI PATER RSS EA n HEC 流 形 ， 在 M 的 一 点 pp 处 切 于 Mr” 
的 一 个 向 量 应 当 用 内 蕴 的 办 法 来 定 多 例如， 和 任 取 M" 上 给 定 的 
C! 结构 中 的 一 个 区 图 CU, ©), 使 得 pEU,， Ho: IE 一 及 "将 
U MALE R PFE plU), g= eip) RIAH HIE R" 
Ug AA RES a HE "UF EM 在 点 户 之 切 
回 量 . 但 先 要 和 弄 清 楚 R" Pag 的 一 个 场 回 量 是 什么 ? BRYA 
we. UR 9 为 起 点 的 一 个 向 量 是 有 请 定 方向 和 长 度 的 线段 . 
这 个 说 法 似乎 很 直观 ， 其 实 是 含糊 的 . 精确 一 些 ，R” 中 点 9 的 
一 个 切 向 量 是 一 个 偶 对 tqg，w)， 其 中 第 一 个 就 是 点 ¢, PET 
v Æ R 中 一 个 向 量 . 用 多元 微分 学 中 方向 求 导 的 语言 表述 ，R* 
PAg 处 的 一 个 切 向 量 (gqg，w)， 是 对 应 于 在 点 g 附近 有 定义 的 
Ci RAC CR", g: R) LARTE v, ENTE 
CHUR", g; R) MA, NIEREN f 在 点 g ATHE 0 MX. 


EFN, fr (ri: nn" sy Ty) ER” 中 坐标 系 , H 在 此 坐标 系 之 
下 为 w= (al 。…，a)， 则 ` 
of) = Dags]. (1) 


Bae TRE, Kia M7 在 点 pp 处 的 一 个 切 向 量 w， 是 在 M” 
上 点 附近 有 定义 的 Ci 实 函 数 类 Ci(M"，p; OÀ 上 的 一 个 实 
REX ER o, EHUR (U, e) EM AC 结构 的 一 个 区 图 ， 


满足 POU, WEE n PER (a, +, a) 具有 人 性质， 对 于 
每 个 FEC (M"，p; R), 有 
2 d 
一 as fee") . 
v(f) 244 ax, fee op) (2) 


MAR, Ca1.07,@, )U-ARKHTKE (U, o) HER. 容易 
En, 4 (V, à) EM 的 另 一 区 图 使 ppE VV， 对 应 的 个 实 
BA Cb1, +, b,), MWA 
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by = Daig pD ss Fa bin (3) 
HEP (peo |) ER gee 1H Jacobi HE PRAIA. HER. 
C'(M", p; ROR TA—-TtRA SAAS, Fe PRÉ AIX 
wA Ht. Ef, gCEC'{M", p; R), MA fe ec (M", 
pb; RR)， 这 时 有 

v(fg)= v(f)g(tp)t fipiule). (4) 

对 切 向 量 的 上 述 定 义 ，1935 年 以 前 并 未 被 数学 家 得 到 ， 
Whitney 在 1936 F giex Why 1] F, BHA a LARS 
a, ERSSRULEHRFRE. RTM RRS AR. 1946 
te, C. Chevalley H&A Cher] PEN, AEM IM Eee 
(4), BLAS. AMTAW ST: -个 与 上 面 等 价 ， 但 不 用 区 
HARE: AM 在 点 声 处 的 一 个 切 问 量 z， 是 和 (M, pi 
R 上 的 一 个 满足 条 件 (4) HERRERA. EKER 
完成 . 

不 管用 上 面 的 哪个 说 法 ， 容 易 证 明 M 在 点 pp Aa gm 
量 构 成 一 个 n HERS ES TM". BR M 在 点 pb 的 切 空间 . 
AE MRA, SRR p， 所 得 切 空 间 是 没有 公共 点 的 . 
RM’ 每 一 点 户 OST WM" 的 不 交 并 ， 它 具有 一 个 自然 的 拓 
fh, HE M" APMG, IA TM”. WE M EC 阶 的 ， 
r=2, N TM A2-T0 Bin 维 微 分 流 形 . 


$11.2 纤维 从 的 定义 


第 一 个 用 到 “纤维 ”和 “ 红 维 空间 ”这 两 个 词 的 人 可 能 二 
Seifert, ETC 1933 年 发 表 的 论文 [Se2] 中 ， 用 于 将 一 个 3 ER 
形 分 解 为 一 些 纤维 ， 每 个 纤维 是 一 个 简单 闭 曲 线 ， 等 个 纤维 均 有 
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— ~~ 46 EE A FIELD. IH, E Seifert 的 做 法 中 ， — 

ULE , FRE “例外 ”纤维 ， 对 于 这 种 纤维 的 一 个 邻 域 ， 不 在 
在 一 个 同 耳 可 以 将 该 邻 域 映 成 “标准 实心 环 ”D2x S1， 而 将 其 
中 每 个 纤维 映 成 “标准 实心 环 ” 中 形 如 iv! x S! HRA. 

to PEFEA (fibre bundle) 的 概念 是 由 Whitney Æ 1935 
年 [Why 2] 中 定 关 的 ,他 当时 称 为 “球面 空间 ”. 并 于 1940 年 
在 [Why 10] 中 更 名 为 “球面 丛 ”， 即 以 球 曾 为 纤维 的 纤维 从 . 
据说 Whitney 曾 打 算 写 一 本 有 关 纤 维 从 的 专著 ,但 是 未 能 实现 ， 
这 对 我 们 而 言 是 一 个 遗憾 . 

Whitney 的 “球面 空间 ” 玉 , .是 一 些 子 空间 |x| x ST AWARE 
并 ,其 中 x 是 一 个 “ 询 空 间 ”B 中 的 任意 点 ，S” AER omn 是 
固定 的 ， 而 “全 空间 ”FE 局 部 地 是 B 中 一 个 开 子 集 和 球面 5S” 的 
拓扑 乘积 . Whitney 在 1935 年 的 文章 【Why 2] +., EHRT B 
A-Team U, NET: MARS U xS”, REHMTF 
面 的 方法 把 它们 互相 “ 粘 起 来 ”， 对 于 件 意 x EE UN UFO, 将 
U; x S” 中 的 {zix S” 与 U,xS” 中 的 |x|xS”" SBP. 存在 
MOUN Ux BASH “BRR” o,, RATER 

Pi YT Ex, v)), (5) 
HP é (UNU) x S" +S" 是 连续 的 ， 当 B 是 一 个 C' 微分 
WER, Bi £, EC BA. #8, HFreUNU,, 

yr é;Cr,y) (6) 
是 S” 到 自身 的 一 个 同 有 是 而 日 容易 推 知 ， 对 于 使 得 UNTEN 
U,~ ORE BHI. j, k, “ESA RE: 

Prl Tsy) = gitr,palx,y}), (7) 
其 中 (zx,y)E(U, NUNU, x So” 

Whitney 在 该 文中 ， 还 着 重 研究 当 同 及 (6) 是 S” HEE 
换 的 情形 ， 他 称 之 为 “正则 的 ”球面 空间 . 他 并 且 还 说 ,研究 
“正则 的 ”球面 空间 ， 等 价 于 后 来 所 请 的 向 量 从 . 而 且 ， 他 的 第 
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-HANTFRERATHER" FI — TC 流 形 的 切 从 和 和 法 从 . 
Whitney 在 1940 年 的 [Why 10] 中 指出 ， 在 1935 年 的 定 兴 中 的 
球面 S"”， 可 以 换 成 任何 一 个 拓扑 空间 F, HALE ACR HR 
ar” SE NEM ARME. Whitney 还 指出 当下 是 离散 空 
jay, AES Ee B 的 一 个 香蕉 空间 . RMA LRG STA 
维 从 的 完美 的 定 多 . 读者 可 参阅 [Ste 8] 或 (Husi. 


$11.3 主 从 的 引入 


在 Whitney HA HEMA ESP, BAGTE F A OR REF KR 
ER ARMÉE (structural group), RHEE HERM HATIHATI. 5 
IEK, EER ER C. Ehresmann EHE. Cartan NMEZH 
念 ， 他 希望 用 纤维 空间 的 概念 来 统一 处 理 ， 他 与 Feldbau 合作 ， 
于 1941 年 提 遇 一 个 与 Whitney xe DH E RI SE Ae 
[Eh-F]。 关 于 它 读 者 可 人 参阅 [Ste 8; $5]. 重要 的 是 ，Ehres- 
mann AU Feldbau 还 提出 了 主 从 概念 . 它 在 纤维 从 理论 中 处 于 中 
心地 位 . 

在 Whitney HIETE RRE SN P. A Re Hh Re THE 
器， 同时 结构 群 ， 即 映射 (6) BRAM AAR. theo, KM 
KEG 的 左 迁 移 


FA +s (x)t, (8) 
“ EASE ATE” (7) 成 为 
Sele) = 50x)? salar), (9) 


were UL ut U,. Ehresmann FR PP EF HE MC MES G 

AY EZFÉE M EE EN (principal bundle}. (BMF Ba, RENÉ 

构 群 的 后 扑 群 G 有 效 地 作用 在 上 典型 纤维 下 上 ,为 fs, y) te 

sy, TE FP ABMS EL, BAR Sil, U G AH EM 
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HEHEME,. RERIT (6) WER 
yrelz,y)=gulr}'s, (10) 
其 中 eg, WRU, U, AG MER CR C St, Wa Ei 
以 BARZE, U G 为 结构 群 的 主 纤 维基， 这 只 需 在 (8) 中 
Bis; = gy AN]. 
反之 ， 如 果 已 给 一 个 以 互 为 底 空间 ， 以 G 为 结构 群 的 主 纤 
维 代 PP， 并 且 给 了 一 个 拓扑 空间 F, #E F ERE AAD (5, y) 
Tr sty, AN 
pitr,;v)=(x,s;(x)*y) (11) 
ELTA B 交底 空间 ,以 下 为 典型 红 维 ,以 G CR ASE AJ FT 
HJA Ehresmann RE HAT PAG EP 上 之 作用 的 纤维 从 . 
作为 例子 ,他 发 现 由 Hopf 定义 的 映射 S°> S?,S’> S* Al SU 
S? ,给 出 了 分 别 以 SI MS 为 结构 群 的 主 纤维 从 [LEh 61. 
关于 主 从 与 配 从 ， 请 参阅 [Ste 8] 或 [Hus]. 


$11.4 BFASKRE 


Whitney 在 1935 年 就 暗示 了 诱导 (induced) 从 的 概念 ， 如 
ARE A IA (pullback). 设 给 了 一 个 这 B ARSD, 以 下 为 
AISÉE, WG HA, A E AS Bea eA, ME PIB 
FU ARR A we, BRA. 我 们 记 此 纤维 从 为 &= (CE, w, B, 
F, G). 设 日 是 一 拓扑 空间 ，g: BOBEERAN, EA 
g TURE-TUBARSE, UD PARA, U G 为 结构 
群 的 纤维 从 如 下 . 作 全 室 间 EA EX RMT, CHER 
件 gtB Sn r AJA r DAM wt EB 为 往 第 二 因子 空间 
的 投射 ， 即 得 一 个 纤维 处 ， 记 作 gs (6), MAE Re 请 导 的 从 或 
BE. 并 且 有 一 个 自然 的 从 态 射 E (E)E, EERE E LOR 
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RRA g: B'>B. 

在 1937 EM — I HHE F, Whitney 还 引进 了 截面 (cross- 
section 或 section) 概念 ， 不 过 选 憾 的 是 ， 他 当时 起 的 名 字 是 “ 投 
# {projection)”， 纤维 从 的 ESCE, m, B, F, G) 的 一 个 截 
面 是 一 个 连续 映射 s: B 一 EEE， 满足 对 一 切 5EB, n(s{bo))=B, 
Bl xes=lp. 对 于 被 分 流 形 的 切 从 而 膏 ， 一 个 截面 便 是 整个 流 形 
ERT. 而 对 于 Whitney 采用 过 的 “球面 空间 ”而 言 ， 
一 个 截 曾 便 是 在 整个 底 空 间 上 处 处 有 定 交 的 连续 分 布 的 单位 向 量 
u. 有 例子 说 明 ， 这 样 的 向 量 场 不 一 定 存 在 ， 如 S? 上 的 单位 切 
和 同 量 所 成 的 圆周 从 . — AAR, APPR ET AEM EOP PLA, SR 
存在 截面 . 因此 截面 的 不 存在 性 是 对 纤维 从 非 平 凡 性 的 一 种 检 
mw. 等 别 ， 一 个 主 从 等 价 于 平凡 从 的 充 竖 条 件 是 存在 截面 . BM 
Wa] B 的 蘑 个 子 空间 A 上 的 一 个 截面 出 发 ， 问 题 便 成 了 4 上 
的 一 个 截面 能 否 延 拓 浆 8 上 的 截面 ， 由 此 导数 阻 得 理论 和 示 性 
和 其 理论 ， 意 区 非常 重大 ， 

ENEFS# [Ste 8] 和 [Hus]. 


$11.5 SEEM 


ZBEEHNEFEMNER. EEE pe HE E a A ae a 
ITR, IFAARA, ARR AE, RRR 
升 没有 唯一 性 ， 这 也 是 纤维 从 的 同 伦理 论 的 关键 . 

Æ 1935 年 ，Hurewicz 论 同 伦 群 的 第 一 篇 文章 [Hur 1] F, 
就 陈述 了 下 述 命题 : 如 果 G 是 一 个 紧 Lie ff, H ÆG 的 一 个 闭 
FH, p: G>G/H ERRI., Y 是 一 个 紧 空 间 且 ff: YGE 
连续 映射 ， 当 pofi Y>G/HARBTFHREY> pH), USA 
伦 于 一 个 映射 g: Y—H. 这 是 纤维 从 的 复 要 同 伦 性 质 的 特 款 ， 
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因为 在 上 述 给 定 的 条 件 下 ，p: GG 一 G/H 有 一 个 纤维 从 构造 

A [Ste8; 87D. 差不多 同时 ，Borsuk F 1937 FERT 
[Bor 6]， 讨 论 连 续 函 数 空间 的 性 质 ， 后 来 发 现 其 中 隐 售 者 复 登 
同 伦 性 质 . 

Hurewicz 和 Steenrod 于 1940 年 发 表 了 [Hur-St]. 在 其 中 ， 
ETT SR ce: 王 一 站 人 作 了 适当 假设 .使 得 对 了 是 尾 何 紧 空 间 时 
EBERHART. 在 这 种 条 件 下 ， 当 5EB Bite, 5 上 的 
“纤维 ”rr (5 ) 一 般 说 米 不 同 胚 于 一 个 固定 的 空间 . 稍 晚 一 点 ,在 
1941 年 Ehresmann 和 Feldbau 的 [Eh-F] 及 Eckmann MEE 1], 
作者 们 都 独立 地 提出 了 复 辣 向 伦 人 性质. 由 于 二 次 世界 大 战 通 讯 中 
断 ,他 们 都 不 知道 Hurewicz 和 Steenrod 的 论文 ， 

1943 年 Steenrod [Ste 4] 证 明了 ， 对 于 Whitney 的 纤维 从 
(E, x, B, F, G), 5 B ERZEN, BRM te ER HE. 
其 证 明 比 较 简 单 ， 因 为 BOA AARP ARB, SEA 
些 开 集 上 是 平凡 的 . 将 此 定理 推广 到 B EEE 
jE HR EE A ZR TT. Ehresmann F 1944 年 给 了 一 个 [Eh sj]， 
Cartan 在 1949—1950 年 的 讨论 班 [CH2] 中 给 了 五 一 个 . ws 
的 条 性 设 BB 是 正规 和 仿 紧 ， 是 1955 年 W. Huebsch [Hue] 和 
Hurewicz [Hur 6] 独立 给 出 的 . 

1950 年 ， 法 国 数学 家 J.-P. Serre 在 著名 的 博 于 论文 [Ser 
1] Pf, EHTRSHBEHUR, ATF RRA TEN RE 
M aS SE SEAT RE RHR: Ee libration) Be 4f 2E 4 IB] (fibre 
space). EREI x: E> B BRAY — TITEL ST ES lB), MR 
复 屋 同 伦 性 质 对 于 每 一 个 邱 扑 空间 Y 成 立 . | 

Serre 在 他 的 论 立 中 为 了 建立 奇异 同调 的 谱 序 列 ， 只 用 到 更 
BARRI, MAAZA Serre 纤维 化 或 弦 纤 维 化 【weak fi- 
bration): $E x: E>B 称 汶 一 个 Serre Zi, IRRE 
ACHR TF Y 是 一 个 有 限 单 纯 复 形 (BBE AER) 
成 立 . 这 时 ， 即 使 B 是 道路 连通 的 ， 只 能 证 明 每 个 纤维 x (db) 
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者 具有 相同 的 伦 型 
§11.6 同 伦 正 合 序列 


由 复印 同 伦 性 质 可 推导 出 同 伦 群 正 合 序列 ， 历 史上 第 一 位 发 
现 这 个 一 实 的 就 是 给 同 伦 群 正式 下 定义 的 Hurewiez, {ETE 1935 
年 的 第 一 篇 文章 [Hur 1] 中 ， 得 到 有 关 紧 Lie 群 的 商 空 间 的 复 
琶 同 伦 性 质 时 ， 就 证 明了 这 一 结果 . 设 G 是 一 个 紧 连 通 Lic 群 ， 
H ÆG HATE, p: G>G/H 是 商 映 射 ，e EG WHOL, s 
POH) G/H. MR H FREE, We Rw Hn, CH) = 
ra (Ho), HF Ho 是 H REA e HIE. Hurewiez 所 得 的 结 
R, 用 今天 通行 的 说 法 ， 是 存在 下 述 正 合 序 列 


er, (H,e) =n (Ge) 


Fr (G/H, e)n, (He). 

TE 1940 年 Hurewicz 与 Steenrod 合作 的 论文 [Hur-St] F, 
FIERTE CE, p, B) 虽然 并 未 明确 握 出 正 合同 
伦 序 列 ， 但 他 们 从 复权 同 伦 性 质 推 导出 该 序列 中 最 主要 一 个 事 
实 : BLP, = p bo), 投射 p 诱导 了 一 个 同 构 

Paina lE, Fy ozon, (B, Ba}, 

其 中 roE Fo ， 然 后 由 空间 对 的 正 合同 伦 序列 即 得 纤维 化 的 同 伦 
正 合 序列 

or (Fy 20) en (E, 2) >a, (B , ba) 
| (12) 

le CF) em (E(B) 0, 

RIES 11.5, WH ARR HY SB [FINE ME Nb 7 UT BEI, 
132 


都 应 有 同 伦 正 合 序列 〈12).， 利用 (12), H AEE R JE fa 
WE, B, 下 三 者 的 同 伦 群 之 间 的 更 精致 的 关系 ， 特 草 可 得 紧 
Lie 群 的 同 伦 群 的 许 移 结果. 读者 可 以 参阅 [Ste 8]. 


811.7 纤维 从 的 分 类 


Whitney 在 1935 年 的 文章 [Why 2 FRE RÉ, SRE 
空间 和 给 定 上 典型 针 准 时 ,对 球面 从 进行 同 构 分 类 的 问题 .在 他 的 
1937 年 报告 [Why 5; 中 ,他 引进 了 新 观念 ,他 考虑 “球面 S* 中 的 v 
大 球面 空间 SL wn,v]” ,但 并 未 给 出 精确 定 闵 ,并 有 则 对 y==1 的 情 
形 ,概述 本 一 个 不 很 清晰 的 证 明 : 对 于 任何 有 限 维 局 部 有 限 单纯 复 
Æ B, B 为 底 空 间 和 以 S* 为 典型 红 维 的 任何 球面 从 (FE,p,B)， 
H OB 同 构 ( 底 空间 之 有 鼎 射 为 往 等 1s} 于 用 一 个 从 B 到 S[yg,vj] 的 
底 空 间 的 适当 连续 上 映射 将 球面 此 Spy] 的 近 回 ,其 中 = v + 
dim B. 这 是 一 个 很 深刻 的 结论 ,虽然 陈述 和 证 明 不 铝 精 确 . Whit- 
ney D> BPAY Sle vy] REL Sr 为 典 增 纤维 ,以 Grassmann 济 形 
Gris BREITEREN. 

Whitney 的 上 述 重 要 结论 坛 过 补充 后 的 陈述 和 完整 证 明 ， 是 
由 Steenrod 于 1943 Æ [Ste 4」 提 出 的 ， 苏 联 的 Pontrjagin 也 独 
立 得 到 了 同样 的 结果 [Pt 7]. Steenrod Fa R — TEEN 
Neo’, ES RE Stiefel ME 到 w+iu+1， B SR ft AR HE El Stiefel 
NaF. EKRE la) tt Grassmann HE G,-1 41. TE, Steen- 
rod HH Whitney HIER AAA S x, vl, 是 相间 于 以 Vaal 
全 空间 ， 以 Guai n ARS, EH Ol(y +1) 为 结构 群 自然 作用 
FS’ EAS BRA. SPAY HI SE Be FR À Whitney-Steenrod 定 
H, Mi: ru v+dimB, A B HESAHMIERÉO (CL + 
1) 为 结构 群 的 SM CE, p, B), LB MA TA Se, v]H 
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oe TE SERRA BG, ME. MAÉ uZv+1+dim B, 
OUT E E Et 号 1， #2: B— Girl ef (Sle, DA 
8: (Slew Æ BRAM, SHAN gi 与 g; BCH. 

由 Whitney-Steenrod 定理 可 知 ， 给 定 np > vlel, B 是 任意 维 
煞 科 Au 一 1 的 单纯 复 形 ， 则 以 ARZE, U S” HMS 
fe. RHO + 1) 为 结构 群 的 球面 从 的 BEIN ROH LS, — 
一 地 对 应 于 映射 的 同 伦 类 集合 B, Gitivril. 这 个 定理 证 明 
的 关键 是 ，Sriefel WIEV 1.417 Ola+ D/ Ob +1) 4 p> ye 
1 时 是 "连通 的 ， 即 道路 连通 且 x, (Vins) SORIK Sr. 
HEAS e, v] BI S 从 的 万 有 从 (universal bundle), Grass- 
mann 流 形 G, ns MASS 从 的 分 类 空间 【elassifying space). 
ES BE HE D, JE FRS I B HERS WA AA ess 
(Sa BPR A n 万 有 从 和 x 分 类 空间 .上 法 所 得 Sr 的 万 有 从 和 和 
?分 类 空间 ， 膛 可 适用 于 底 空 间 B8 EES 的 CW 复 形 的 情 
i. 然后 对 n 取 顺 向 极限 ， 可 得 对 一 切 维 数 的 CW 复 形 适 用 的 
帮 有 从 和 分 类 空间 .应 用 主 从 概念 和 相 卫 概念 .纤维 从 的 分 类 归 
结 为 主 从 的 分 类 . 上 面 所 得 分 类 空间 ， 就 是 正 交 群 的 分 类 空间 . 

这 个 结果 立刻 可 以 推广 到 当 结 构 群 G 是 任意 紧 Lie 群 的 情 
Be. 因为 ， 根据 Lie 群 基本 理论 ， 当 是 充分 天时， 必 同 构 于 正 
奖 群 OCR) 的 一 个 子 群 , 从 而 O(R) 的 分 类 空间 可 以 充当 G 的 分 
类 空间 .而 推广 到 一 般 的 Lie 群 ， 则 是 由 陈省身 和 孙 以 丰 于 1949 
年 [Che-Sul 得 到 的 . 

读者 可 以 耸 阅 [Ste 8]. 


§ 11.8 分 类 空间 的 Milnor 构 作 


设 局 是 一 个 拓扑 群 ， 一 个 以 G ARR EM = (Ey, 
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po. Bo) HAJAM, AIER CW 复 形 底 空间 B 下 的 ,以 G 为 结 
AREAS EAN AY B 同 构 类 和 集合 ,一 对 一 地 对 应 于 喘 射 同 伦 类 集合 
[B,Bo], 此 时 空间 Bo A G HBS. BASE. G 的 分 
次 空间 记 作 BC 或 B.;, 而 G AAA TANET EIE EG MES, 
M ec = (EG, po, BG)R(EL, fo. Ba). 

1956 Œ, Milnor 想 出 一 个 聪明 的 办 法 [Mi 3]， 对 和 任意 拓扑 
CG MEHR GG HA AAMAEÆZIE, w HRGA E GA 
f=(E, p, BI A AIRAA R (numerable) 情形 : 存在 
— À FF A HG EE BE RC 4, :B—[0,11,n7 = 1,2,3,7, (E418 U, = 
u, (O0, L DER BPRS RHA ES 在 每 个 U, 上 是 平凡 的 . 

Milnor 的 构 作 如 下 ， 对 群 G 作 无 限 联 积 《infinite join) 


FE. G#Gž Gr, {13) 
Es PAIRTE (x. 1}, HSM 
Ext} (tor: rss) (14} 


其 中 2G M2;€(0,1),8@@AARART 1, F0, H. Boe; t;=1; 
同时 其 中 (zx ,1) =(2', 2), MFR Ae =e, HAM 
使 得 t; =z >>0 的 i， Ha,=2,. 可 定义 G 右 作 用 于 Ec Als, 
t)y= (xy t)= (roro, tigivg.ct), M »EG. AT Eg E 
定义 拓扑 ， 采 用 Es ERREZ: 对 任意 120, t: 二 ec 一 [0， 
LIA F (tozo, ter, ORA 1,5 zz; (0, 1] GC 为 对 于 
(tozo, tizi, ORÉ A EG. Es FREU HR ET. 和 每 个 
zi ERIE DAt. AME, 是 一 个 后 空间 ， 记 其 商 空间 为 
Be. RSPR A p, Me.=(Es, p, Be) WA Milnor SHE. Æ 
Fr: wi; 是 一 个 可 计数 的 以 G FTEMEN EN. ITEM 
计数 的 以 B ARS], LG 为 结构 群 的 主人 欠 #， 存 在 一 个 连续 
映射 f: Bo Be AR ff me ME 是 B 同 构 的 ， 并 且 若 时 有 一 连续 
映射 g: B—Bc Fc" oo MEEZBRA NM, 则 F5 e we. 
即 对 于 可 计数 的 以 G 为 结构 群 的 主 从 而 言 ，wc ENAMA, Be 
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是 分 类 空间 . 
读者 可 参阅 [Hus]. 


$11.9 Gysin 序列 和 王 宪 钟 序列 


现在 介绍 有 和 关 特 殊 结 维 化 的 同 凋 群 的 两 个 重要 序列 ,第 一 个 
EHA Hopf 的 学 生 Gysin 于 1941 年 得 到 的 [Gy E AEAT 
HT 1949 年 提出 的 [Wan 2]. 这 里 用 到 的 同调 群 为 奇异 同调 . 

mw CE, p, D) 是 一 个 纤维 化 ， 其 中 B 是 道路 连通 的 ， 设 
bOBAF=), (b ERER EBEA- a BRS 相同 的 整 系 
SABE, 21. EX — H g Mit, x, OB. by) 在 H, F) 上 
FAFA. 则 有 正 合 序列 

> H,,1(B)>H,_,(B)=H{(E)+H,(B)…, (15) 
+ ERA Gysin FAI. 

O Ha>2, (E, p, S) 是 一 个 纤维 化 ， 其 中 王 是 道路 连通 
Hy. Des", F=p (50)， 则 有 正 侣 序列 

一 () 一 有 (FEF) 一 (16) 

Te HBR OCA ESA PI]. 
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第 十 二 和 蔓 ” 示 性 类 理论 


目 从 纤维 从 概念 建立 ， 有 关 纤 维 从 的 回调 性 质 的 研究 便 集 中 
在 示 性 类 理论 . 随 着 时 间 的 推 黎 ， 示 性 类 理论 在 现代 数学 的 许多 
BAMR BAN ARAYA. Ee AA, Stiefel, Whitney, 
Pontriagin RS. 

AN PER AUR Te Ba A (FA) 的 存在 性 的 研究 ， 这 是 
Poincaré 于 19 世纪 开创 的 常 微分 方程 定性 论 的 核心 问题 ， 也 是 
ARTE ET EB. BS 20 世纪 初 拓 扑 学 的 发 展 ，Brouwer 将 
Poincaré 的 结果 推广 到 高 维 球面 上 的 连续 向 量 场 ， 后 来 又 被 Hopf 
推广 到 任意 紧 n EWE. 

示 性 类 中 重要 的 有 Stiefel-Whitney 242, Pontrjagin 26 AIK SA 
身 类 ， 前 两 种 是 对 应 于 正 交 群 的 ， 而 陈 类 是 对 应 于 西 群 的 ， 对 示 
性 类 理论 作出 重要 贡献 者 ， 除 创始 人 外 ,还 有 吴 文 俊 ，R 
Thom, F. Hirzebruch $ A. 


812.1 MAMA 


Poincaré 和 料 学 贡献 中 的 重大 成 就 之 一 -， JE Gh op A SE A PE 
理论 . 1881 年 [P 11], #3} S? 上 的 Cl 向 量 场 v Meas 
(入 忆 )， 和 定义 了 奇 点 的 指数 ， 然 后 证 明了 著名 的 结论 ， 奇 点 指数 
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之 和 等 于 2. 

1909 +, Brouwer Rik 5’ 上 向 量 场 是 连续 的 ， 他 企图 证 
及至 少 有 一 个 奇 点 . 他 用 反 证 法 推理 ， 用 到 了 向 量 场 的 轴线 的 详 
SAGE [Br 7]. 

EE, F 1911 FR YR [Br 2] P., Brouwer tt 
论 了 对 任意 n MRA, S 上 最 多 只 有 有 限 个 奇 点 的 连续 向量 场 的 
情形 ， 证 明了 奇 点 指数 之 和 当 :# 是 偶数 时 是 2， 而 当 ”是 奇数 
时 是 0. BEN AIRE OE XIE ER, HAT ER E He 
FREE. AIR Ss* 的 一 个 对 称 于 赤道 平面 的 三 和 角 剖 分工 ， 
并 假设 奇 点 都 包含 于 T Hn 维 单 形 的 内 部 . 然后 利用 测 地 投影 
将 上 羊 球面 上 每 个 T 中 FE | REI FIRE, 
E, OA, 上 的 同 量 上 场 给 出 投影 后 的 单 形 的 边界 到 S7 1 的 映射 ， 
FRAC aR a BE cc. 对 下 半球 面 也 同样 做 ， 得 映射 度 c... 
Brouwer 证 有 明 ， (ce, t cza) OIE ARA S" 全 自身 的 两 个 映射 
HIER STE 21. 接着 他 断言 ， 此 和 可 化 为 S"-! 上 一 个 常 值 向 量 
的 情形 ， 然 而 他 关于 这 个 结果 的 描述 太 简 略 上 日 太 令 人 难 懂 ， 而 很 
难 合 人 认为 这 的 确 是 一 个 证 明 . 不 过 ， 我 们 现在 有 包括 下 面 
Hopf 的 背 示 结论 在 内 的 清楚 而 严格 的 证 明 . 读者 可 以 在 微分 所 
扑 的 教材 ,. 如 [Gu-Pj 或 [HirM 3] 中 找到 . 

Hopf Æ 1925 年 [Hop 15] Æ fi, Brouwer € F S EHE 
46 R CLÉ AEA EA CAE MO: iv EM 上 的 
一 个 只 有 有 限 个 奇 点 的 连续 问 量 场 ， 则 它们 的 指数 之 和 等 于 M" 
HY Euler-Poincaré ax PE X (M). 

值得 提出 的 是 ， 对 于 一 个 组 合流 形 而 言 ， 由 于 或 者 可 能 不 存 
在 微分 结构 ， 或 者 微分 结 攀 不 唯一 ， 切 向 量 场 的 定义 有 泵 确定 
TE. {H Hopf 1928 年 [Hop 2] 对 组 合流 形 考 虑 依赖 于 三 角 剖 分 
的 同 量 场 ,证 明了 上 述 结论 依然 成 立 . 
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812.2 Stiefel 类 


E. Stiefel 是 Hopf 的 学 生 ， 他 在 1935 年 完成 的 博 荆 论文 
(Stil 受到 Hopf 的 局 发 推广 了 有 12.1 中 Hopf 关于 向 量 场 的 研 
H. Re JL — TOC AN n AMIE M", HT mn, M LEZ 
FE m 个 切 向 量 场 w;， 使 得 在 每 一 点 x EM", 3X m PH Bo, 
(z) 是 线性 无 关 的 ? Aman 时 这 样 的 向 量 场 存在 ， 这 时 M7 的 
切中 是 平凡 的 ,我们 通常 称 M 是 可 平行 化 的 (parallelizable). 
这 种 情形 在 微分 几何 中 特别 重 览 . 

A, Stiefel 首先 定 尺 了 现在 通称 为 Stiefel 流 形 的 V， „m 
Vimo Vn mR )™ 由 R” P m 个 线性 无 关 的 向 量 的 组 ， 称 为 
m RR, R, V? nE R 中 标准 正 交 的 m BEER. & 
然 Va,rCY,w， 而 且 包 含 映 射 昆 一 个 同 伦 等 价 ， 国 为 用 Gram- 
Schmidt 标准 正 交 化 方法 ， 可 证 VO „EV, ,的 一 个 强 形变 收缩 
F4. Stiefel 详细 研究 了 VS ;的 拓扑 性 质 ， 证 明了 下 述 结 论 ， 用 
GH. n Vi m) 50 H iKa min,.„(V „EZ, 
m= n-m Afein, nt VE DZ, 4 mél n-m 
Ha. AE, Stiefel tA MATHE A, 7 +1 HE DBR {a8 
B 的 边缘 S ERR" 中 的 一 个 连续 的 RE, Yr<n- 
m 时 必 可 延 拓 到 B”'1 上 ; MM rm 时 ， 可 延 拓 的 充分 必要 
条 件 是 S” ER m 标 架 场所 决定 的 同 伦 类 a nm，, (Vo, EO. 
第 二 命题 说 ，B” 关上 的 两 个 nn WEAS “2 上 的 限制 
是 同 伦 的 ， 则 扬 们 本 身 也 是 同 伦 的 . 

然后 ，Stiefel RM" 的 一 个 三 角 前 分 工 ， 使 得 T 的 每 个 单 形 
被 包 合 在 一 个 区 图 的 区 域内 . 由 第 一 命题 ， 便 知 在 T An- m 
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EB Tr" ERA EX M" 的 切 向 量 组 成 的 连续 mmx ARM. 

当时 上 同调 概念 虽然 刚刚 建立 ， 但 可 能 Stiefel HA AIDÉ, ET 
以 他 并 未 直接 采用 上 链 和 上 同调 ， 而 是 采用 了 工 的 对 偶 胞 有 是 重 分 
中 的 对 偶 胞 腔 组 成 的 链 . 我 们 现在 用 上 链 和 上 同调 来 将 Stiefel 做 
的 表述 如 下 .对 应 于 T" ”上 的 连续 zm REN" ,有 一 个 (一 
mr 1} SE EF 

FE CTU Tin, OV, md) (I) 

HH, HF T èin- mt HERB s, y (6) Er» 
(Vy m ZEE XUV o WR _E AS PR AU TE AY IE. Ge 
着 可 证 yoa CAS. E h e L a a a DEN, TO EBT 
个 连续 m ER AR XO OMT EAT LE y ”与 六 “之 差 是 一 个 上 
W, T” EARNE IES m 标 架 场 决 定 了 唯一 的 一 个 一 
m+1] 维 上 同调 类 ,利用 Poincaré AT IBM, 27% Stiefel Æ MAY m 
-1 维 同 调 类 FE Hp (Min, - (Vian). 

Stiefel 7 FAB HS AS AR TESS. ENT E- RN BY GER HIER 
的 3 维 流 形 和 总 是 可 平行 化 的 . 


$12.3 Whitney 类 


Whitney Æ 1935 年 的 论文 [Why 2] 中， 讨论 了 任意 以 局 部 

有 限 单纯 复 形 B 为 底 空 间 的 球面 处 二 = p, B), RAT A 
蜗 奖 似 的 办 法 ， 独 立地 得 到 示 性 类 的 定义 .他 只 用 到 Stiefel 流 形 
的 整 系数 同调 群 ， 设 加 证 明 而 陈述 了 五， LOVE LITZ M m3 = 1 
Won- m A, Haon VE a ZZA H mAH nom Ae. 
RA Te EB T, FH BESHEEN, MIX F ram, 
Er RRB EMREHAN ce MP ESR e B 
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VO _,+1. 9 在 B 的 任意 + 维 单 形 。 的 边界 上 的 限制 ， 定义 
了 一 个 奇异 同调 类 (5,9)E 昌 ,1( Vw- .+1). 于 是 对 每 个 FE 
infin, m), ##—- MH 

&,:H,(B)—H, LOVE met) (2) 
并 且 只 与 球 从 E=(E,p, BMRA. | 

Whitney 在 1937 年 的 讲演 [Why 5] 中 ， 采 用 了 新 定居 的 上 
同调 语言 来 表述 ©. 在 1940 (Why 101， 他 陈述 了 w, 的 自然 
性 ， 对 于 连续 映射 gr: BB, HE rs Eee, M 

a. E Sg“ ll). (3) 
在 此 公式 中 上 同调 群 的 系数 群生 EIN 7727. SRE, Whit- 
ney TE 1935 年 的 文章 中 , 已 经 考虑 到 由 自然 辣 态 C 一 ZL2Z RT 
MAS A (B; G) 一 HH (B; ZAZ), SA &, iR wc H° 
(B: ZAL). WEREMA ERA Stiefel- Whitney ATER, ICE 
ww, CE), r=l, 2, -**, #.- 

Stiefel 和 Whitney MAE A J 48 7 — Ae À BH SEE 现在 设 
f=(E, p, B) 是 一 个 秩 为 n ( 即 纤维 之 维 数 为 xn) WAEA, 
对 任意 k&n, 105 ¢ MEL VO Ae EN AAV, (6). B 
上 的 一 个 记 标 架 场 就 是 B 作为 VE) 的 底 空 间 上 的 一 个 截面 ， 因 
为 V? ,是 x- 义 -1 连通 和 的， 所 以 在 B 的 xn 一 维 骨 架 B” “上 可 
定义 Vi(&) 之 截面 . ORME MEA AER aS B" IE, 
则 得 阻碍 上 闭 链 ， 其 上 同调 类 称 为 阻碍 类 (obstruction class) 

D-DEHEB; GI), (4) 
Ep iG, Amir. (Voi(x))l .es 组 成 的 局 部 系数 .者 将 
mat V? ,(2)) AA À ARR SN ER HE Z2z, 则 得 常 系 数 的 上 同调 
3% , 即 Stiefel-Whitney 类 

w,- p (E)E HT UB; 22). (3) 

在 Whitney 1940 年 的 论文 [Why 10,11] 中 ,最 重要 结果 是 乘 
RER. FSFE MIC SHS! =CE,. py, B) Mf. = E, 
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fo, B) 是 同一 底 空 间 B LRA Pe BA, TEE FREE x 
&=CE,XE., pX ps, BXB), EHR-—-TUBXBAKH A 
BAA, RME T €, 的 秩 加 & ÉTÉ. Sad BBX RAMA . 
AT, E d'A CHI) BRA €, 与 & 的 Whitney 和 

| Ai Sd” (E X &), (6) 
EEU B AREH, B@A xCB 上 的 纤维 是 &| 和 & 中 对 应 纤维 
之 直 和 . REPERI: 


BE = Due) U wy) 4). (7) 


PEU ARE, MARS METIER, FA [Why 11] 中 ， 也 
只 是 对 秩 为 1 的 e 和 ;给 了 证 明 ， 所 以 ， 一 般 认 为 Whitney ih 
终 示 将 自己 的 证 明 写 出 来 ， 这 个 重要 的 定理 的 证 明 ， 首 先是 由 吴 
文俊 (Wul] APES [Che 2] RRE Ann. of Math， 的 同一 
着 中 ， 这 个 定理 后 来 被 推广 到 其 他 名 种 示 忻 类， 并 被 选取 为 
Stiefel-Whitney 示 性 类 的 公理 系 中 的 一 条 公理 . 

| Stiefel- Whitney 类 有 许多 重要 应 用 ，wi(&)==0 指示 & 是 可 
EMRE BA. 应 用 于 流 形 的 浸入 理论 ， 例 如 可 知 及 Ps 不 能 浸 
人 及“ 中等， 应 用 于 代数 学 ， 解 决 了 可 除 代 数 (division algebra) 
的 存在 性 问题 . 在 实 向 量 空 间 及 " 上 建立 可 除 代 数 曾 被 认为 是 最 


”重要 的 数学 间 题 之 一 ， 如 复数 域 C 和 四 元 数 域 H 的 建立 .更 高 


维 的 有 Cayley AA TURK, EAE PAE ARS MIRE. Stiefel 
[Sti] ER, € R" 上 存在 一 个 双 线 性 乘法 运算 【不 必 有 结合 ) 而 
ASAT, W RP" RPE, Mw RP 1')=1. 从 而 必须 有 
n=2", BA RP”, RP’, RP? MRP’ 可 平行 化 ， 因 为 在 R!, 
Rê, Ri R* 上 分 别 存 在 可 除 代 数 R，C，H 和 Cayley MAT 
数 . OFERE TERR, Æ [Bot-M]，[Ke1] 和 [Ad1] 中 
证 明了 ， 其 余 的 RP BRASIL, BETA ne =1, 2, 4 和 
8 外 ，R* 上 不 存在 可 除 代 数 ， 从 而 结 东 了 代数 学 上 的 一 个 历史 
难题 
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建议 读者 参阅 [Ste 8]，[Mi-S] 或 [Hus]. 


§ 12.4 Pontrjagin 类 和 Euler 类 


Whitney EFF $E M Eib Pot 7e ART [a] eet AK AREA) 的 分 
3s, PARAMS S BRET Stiefel ME, 29 3875 B fe et ag BY 
Grassmann 流 形 ， 但 他 却 并 未 想 到 将 示 性 类 定义 为 Grassmann Wi 
形 以 zj2Z 为 系数 群 的 上 同调 类 拉 回 之 像 . 这 个 精采 的 观念 是 13 
岁 便 双 目 失明 的 卓越 的 苏联 数学 家 Pontrjagin 的 众多 重大 贡献 中 
的 又 一 项 . 他 于 1942 年 发 表 了 [Pt 7]， 几 年 后 又 在 [Pt 9」 中 
进一步 有 发展. 他 只 研究 可 定向 的 CG 流 形 M 和 它 的 切 从 T(M)， 
并 设 M DRAR RP. 他 考虑 由 R” PAH m ETE 
| 25 [El AR BAY Grassmann 流 形 Gum: 运用 Schubert &, 8 75 #1 
G, «HR IST. 匡 文 俊 后 来 简化 了 这 个 做 法 [Wu 8°. 

他 作对 Schubert ETF RABEN. E 

wil, 2, , m> i0, l ia, (8) 
满足 

Qt) eo 2) (9) 
YET.» 配 以 由 R™' "中 典 则 基 中 的 

Euil + tr Eut2) to + Cl ar) + mr 
为 有 序 基 所 法 定 的 有 向 m HEP SA X,. CHAE PR VE 
Grin mHREr AU (KU, ARE) X, 上 的 典 则 搜 
Stern] {或 反 向 ) MAIER 

dimi VAR Hei 1 im. 


Ul AU, MAR de) = Doli ) 维 欧 氏 空 间 Re) 中 的 一 


个 开 球 体 ， 它 们 形成 u. 的 一 个 胞 腔 剂 分 ， 
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Pontrjagin Hie T RPE RE HNMR ST, Li 
Gw+ n,m 的 同调 群 ， 而 其 文俊 则 将 问 调 换 成 上 同调 以 简化 Pont- 
raginti. H (Grin mip) E AÁ Re A 上 的 
HEZEA. Pontrjagin 选取 适当 的 符号 土 而 令 

R =U tUL. (10) 
FUR aT TABER A, MAÉ (10) 的 链 得 到 以 下 
的 上 链 . 

(a) Er M Æw(j)=0,M lx jem — kiwi) =1, 4 m- 
k+1l= jem, WA d (ew) = k. BEE or, BH 
Z (Garn a LL) PEAS EB oz EZ Gaia ms DPE 
HE. | 
(b) Æ w Emi) = 0, la jm -2;0(j)=2,4 m — 
2k TIR jm, AT d(w)=4k . Bi ESC wf, s WH 
Rum, # Z" (Gt nm 3 7) 中 上 闭 链 . 

wf? EH (Guin mi Z222) PH EARE Gnin 为 底 空 
fay AIR FF m 标 架 从 的 Stiefel-Whitney 28. 

对 于 RE m2, wh, a AEA (Gain ni Z) P AG E E ARE IL FE 
PE M w” 46 A" (Guin mi Z) FB ERTMEIFE e=e,, DE 
FR BRIE LAS [on + 2 — 1,72 — 1:9 Pontrjagin 2 Al Euler 类， 其 
中 球面 从 Sfmw+n 一 1,mmz 一 1] 是 用 自然 映射 Go 
将 Whitney AJER HAS [ane +n —1,m 一 1] 的 拉 回 ， 明 两 者 之 间 大 
关系 


Em Ue, = Da’ AG Frl = 2m’. (11) 
Ep: Gms n,m 阅 Gm+ wn 是 改变 定向 版 得 之 对 合 ， 则 有 
A (pp) = pie O° len) Ten: (12) 


YHTERFHRMEME-(E, p, B), HIER, 
ET HRA g: BG... we. 于是， 上 同调 类 
pl E= g" pa) E HŸ(B;Z), (13) 
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Mf bm /2, 

el£E)=g"(e)EH"(B;Z) (14} 
he ASB & À Pontrjagin EH Euler ®. FEN An ER 
Ay), Wi2e(4)=-0.4 E 的 秩 m AH, m2m, M 


Pin CE) = et Ed) Ue(e). (15) 
À p, Me 是 pp Me 的 模 2 At, WA 

Pil E) = wat E) U wa, CE). (16) 

ELE) = ww, E). (17) 


$12.5 陈省身 类 


陈省身 于 1945 年 将 Pontrjagin 的 想法 推广 到 复 向 量 从 ， 此 
ARE Stiefel MF V, „(CME Grassmann MIE G, mC), Sw 
的 分 类 定理 ，Whitney-Steenrod 定理 仍然 成 立 ， 相 当 于 结构 群 取 
AB Ulm). 

陈省身 [Che 1] 开始 只 考虑 复 流 形 的 切 从 ， 并 采用 上 同调 ， 
BMRB (Wu 8] 中 将 陈 的 结果 推广 到 任意 以 单纯 复 形 为 底 空 
癌 的 任意 复 回 量具 上 .陈省身 和 吴 文 俊 都 运用 了 Ehresmann fl 
用 Schubert EHRE Ge à nm CCI Bala. 用 吴 文 俊 的 记号 ， 
$12.4 中 的 向 量 空间 X COR” RRR WE Z, CC", US 和 
U. fem C” Pp HS Z, ERUH Ty AT EY on FE BS ET 
SEERMERW,. H Schubert RENE W., EE W, 的 维 
BA 2d(a). RIG TERR o, 使 得 

eo(FI=0,4 IS m l; wlm) R, 
他 记 作 of, TEÆZ2d or) 22. HN NA LEHE ZU CG nm CC): 
Z) PEAH, HHE of 对 应 的 上 同调 类 cE H Garn mt CZ) 
称 为 万 有 复 向 量 从 的 陈 类 .和 由 此 ,利用 拉 回 的 作法 ,可 得 任意 复 向 
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BM € AIX CE). 
RSR ET T RSE A A HE 


Ba) = Dallas) U calé. (18) 
= 
他 还 证 明了 Pontrjagin 类 可 由 陈 类 表示 为 
pte)=(— 1 (ERIC). (19) 


12.6 进一步 的 重要 结果 


(A) B E EARR n ARRORA, w (408 1LrLn CE 
定义 ,再 令 wo(é)=1E A°CB3Z2Z),w, (6) =0C HM (B;Z/ 
2L) X] r> n. iE w(Eé)=1+uw(E) + 4+ w, lE), RAS Stiefel 
Whitney 类 ， 并 记 形 式 级 数 w(8,1) = Sow (42. FERRE 


理 可 写成 

wle BE) = wl 8) U wl) (20) 
或 

w éD t) = wl E tO U wl EE). (21) 

设 & 是 一 个 有 向 的 秩 为 n 的 实 向 量 从 ，p,(&) 对 Er En 72 

DEX, S put 站)=1 及 p, (E)=0, 4 r>n/2.& Pontriagin BE 
MA PLE) = 1+ pE) +e + prune). 并 记 p(E 4) = 
Sp (é)e". 于 是 乘积 定理 可 写成 


2 p(E DE) — (6,)U pl é)) =0 (22) 
N | 
2p(8&Dés,r)=2p(é,,r) U p(E&,,:). (23} 
KE PRA n SAMEN, oc (SOM IS; <n LEX, S 
co(£)=1 K c.(£)=0,%f r> n. SRAM WH c(£E)=1+tc,($) 
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++ ec (6). A cE OR RRB DL. (Dr. FRRRE RT 


写成 

clé Di Selg U ct £2) (24) 
或 

ele BE t) Selg Uele). (25) 

(B) RARE 1950 年 [Wu 6], 运用 不 外 前 由 Steenrod £ 

失 的 上 同调 类 的 平方 运算 Sg = Sq? + Sq! + Sq? +, TEAR T xt 
紧 微 分 流 形 M WEA EA e CA (M; 2/24), v=1 
Tot 二 vw， we HUM; 2722), wR EA r€ 
H'(M;Z/2L), 有 

oa = Sax 
或 

(vUx,1iM]’=(Sar, LM}. (26) 
ERHRUHRIERSR. MAARA, 可 得 Stiefel- 
Whitney BY BEAR, FARA 

w(M) = Sg(o) R (M) = >, ,Sg (vw). (27) 
let, AX& [Wu 7] 证 明了 Stiefel-Whitney 类 之 间 存 在 一 个 
KA 


k 此 一 mn 
Sy Cw,,) = une, + 1 Le | Te 二 十 


， k= 
+ | Hi Jr tn (28) 


其 中 ] 为 二 项 式 系数 这 个 式 子 在 文献 中 亦 被 称 为 吴 公 武 ， 我 


们 称 它 为 刁 关 系 式 . 它 的 重要 性 在 于 ，A， Dold 于 1956 4 [Do 
1] 证 明 ，Stiefel-wWhitney 次 之 间 除 吴 关 系 媳 别 无 其 他 . 
(C) F. Hirzebruch Æ 1956 年 [Hz 31 中 提出 示 性 类 的 公理 
系统 ， | 
Stiefel-Whitney 美的 公理 系统 是 ， 
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公理 1 对 每 个 在 可 允许 的 空间 B 上 的 秩 为 HIRA E 
和 每 个 整数 ;之 0 存在 一 个 Stiefel- Whitney &w (E H(B;Z/ 
2Z) ,其 中 wol)=1 H WHO 3 i>n 时. DW LE). 


公理 2 (CARTE) wl f* 2) = r w(F). 

公理 3 (Whitney PREM) wB) = wU wy). 

公理 (ENDE, 是 RP" ERB MRM, Wi wey) = 
L+ hs’ HP A, EH RP”; Z22) PESTLE. 

陈 疾 的 公理 系统 是 : 

公理 1 对 每 个 在 可 人 允许 的 空间 BB 上 的 秩 为 n Rm BME 
和 每 个 整数 i2 汪 0， 存 在 一 个 陈 类 c,(#)E HU(B:Z), 其 中 celt) 
=1, H ¢,04)=0,4 i>n f.c E)E Dee). 


公理 2 (ARR) cl f* F)=F* cle). 

223 (Whitney RASH) c(EDp =el Uel). 

公理 4 (正则 化 ) Ky 是 CP LHAN ZAAA, M 
c(m)=1+h,, HPA, EH (CP, Z) 中 的 生成 元 . 

[Hz 3] 中 的 两 个 公理 3, 均 按 分 裂 为 线 从 CR (D)) M 
RR. 

(D) Hirzebruch Æ [Hz 3] 中 采用 和 分裂 方法 【splitting 
method) 来 表述 Whitney 乘积 定理 ， 其 要 点 如 下 . 

RE=-LE, p, B) Æ— TER n 的 复 向 量 从 ,其 相配 的 以 
U(n) 为 结构 群 的 主 从 记 为 PÜE)=(P,ga,B,U(n)). IE Ulna). 
中 取 其 最 大 环 面 T'ES X= PX CU Cn) T), TRES 
WIE r:P—X, FE — PU X 为 底 空间 ,以 T 为 结构 群 的 主 从 EE 
=(P,r,X,T"). MM X BB A—> ARR oO XS BCX, 
oO» BE-TU Ulna) T 为 典型 纤维 ,以 Un APE, UC) 
在 Un) T" 上 之 作用 为 左 迁 移 的 从 , 它 与 PCS) AIBC, Ki 2 M 
配 .由 图 表 
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P——oX | 
N ve (29) 
B 
用 将 & 拉 回 得 6 (8), 它 是 以 了 为 底 容 间 以 U(x) 为 结构 群 的 
— + Fp n 的 复 间 量 从 .但 so*{#) 相 配 于 主 从 ,从 而 作为 履 辐 
量 从 可 分 型 为 复线 从 之 Whitney 和 | 
o* (@) =a, Da,@-Da,. (30) 
EHA. Borel 关于 以 紧 Lie 群 为 结构 群 的 主 纤 维 从 的 上 同调 的 工 
作 [Bor 2], ASE 
",H(BıZ)>H (X;2) (31) 
是 一 个 单 射 . 由 此 可 知 ， 在 上 同调 代数 H(X; z) 中 ， 陈 类 有 
公式 
c(e* (&)34)= Il ct). (32) 
Swi, BATRA p 将 某 可 允许 空间 X RAB, ER 
C30) 成 立 且 {31) 为 单 射 ， 则 说 映射 o 是 一 个 分 列 上 映射 (splitting 
map). 

RE, BER -KSA B ETAt E, p, HR 
FH, n. 由 上 面 结 果 可 知 ， 存 在 映射 o: X> BRE fln 
同时 分 到， 得 

oe (CE) =A Br, ptp a ae De: (33) 
其 中 MH; BAX LHBRA. TE 

(En) =A, O-- DA, Ou G-- Da,» (34) 
从 而 

c(p* (Dy), 2) = TT eta, t)U IL Ge) 


= lp" (£), Ucelo" (n),e}. (35) 
利用 o ZERE, AZ A (25) AU. 
用 同样 办 法 还 可 得 
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P” (EGI q) = Hap, (36) 


ADS O ABOLO) (37) 
HHE €, y 是 两 个 复线 从 ， 
o C809 m) = CCE) + ey). (38) 


对 Stiefel-Whitney 类 也 有 对 应 的 结果 . 
(E) Ha), Ay, 0, 4, EA -KSMB 上 的 复线 从 ， 刚 它 
们 的 Whitney 和 ADALO Ba, 的 特征 标 (character) 定妆 为 
exp(er(A1}} +exp(ci(A2)) + + exp(e,(a,)) © H'(B:Q). 
由 Hirzebruch 的 分 裂 法 ， 可 对 任意 复 向 量 从 < FEN EI 
ch(2)E H (B30) #88 
cht ED 7) =ch(é) + ch(y), (39) 
ch€ £Q3 9) = chl) Uch( 9), (40) 
KEE, RMR SC REM BON n 的 实 向 量 从 & 的 Stiefel- 
Whitney 22, KA “LE (phantom)” SER ty, ct, À, BY 
切 等 对 称 多 项 式 表 示 | 
Wy, =, tra ter te, 


ty = diés bos +e, it, 


ty, “= Ey fot, . 
对 Pontrjagin 26 Al BRAK th HY SS a, at SR RE HT EO 
而 言 č; BY ARE RE A | AA oo ER SS (4;). OR, HRS 
st tert zt (42) 
可 视 为 用 陈 类 cj (&) 表 出 的 多 项 式 so(c{&)). 用 这 个 记号 ， 则 陈 
特征 标 可 写成 


chlé) = D see»). (43) 


(F) Pontrjagin FE 1944 年 于 [Pt g | 中 证 明 ， 对 性 一 有 向 的 
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wW EME M", E Euler-Poincaré 示 性 数 有 公式 
| (el TM"),[M"]})=x(M”), (44) 
其 中 [AP IS M” 的 由 定向 决定 的 基本 同调 类 ,x(M") 为 M" 的 
Euler-Poincare a ER, el TM") TM” 的 Euler 类 .这 下 是 Eu- 
ler EX — ZPKAJ HE. Pontrjagin 采用 了 de Rham ER A, # 
Euler Æ Riemann-Christoffe KH 45 m H HAH ee ae FB ETT SA. 
(G) Gysin PER ga FAN aT BRAWN. BERK (CEL p, B)E— 
TAIWERA n ROSE EAA Ey RE PEF ja EAT a a, 
Po=plEo. Ke€H'(B;Z)# EM Euler &, MA FAES 
列 ， 称 为 Gysin FF FI: 


| Ue __ y 
“> H(B3Z)—>Hi* "(BZ 


H+? (Eo Z) —HTUBDI TS (45) 
. (H) 微分 流 形 的 Stiefel-Whitney 28, W UOR tE Bh ot 5 ii 
而 用 Steenrod 运算 来 定义 ， Mii AFA Fh RAR EB, KER. Thom 
1952 年 在 [Th 2] 中 得 到 的 而 Pontriagin 类 的 拓扑 不 变性 是 一 
AE AR SET. RLRE [Wu 9] PEER T pe (mod 3) p 
(mod 4 是 拓扑 不 变 的 . 但 是 Milnor 4 1962 年 [Mi 11] 中 指出 
Pontrjagin 类 不 是 拓扑 不 变 的 . 后 来 苏联 数学 家 S. P. Novikov 
于 1964 年 [Nov 3] 中 证 明 ， 有 埋 系 数 Pontrjagin 2 E4 FMRE 
的 .美文 代 猜 测 ( 见 [Hz 3)), 4 维 有 向 微分 流 形 M* 的 导 闫 (sig- 
naturea ( M4) 与 Pontrjagin Æ p1 = pi( TM4) 之 间 有 关系 


CM) = + p,[ M4], (46) 


EXE Thom [Th 3] MV. A. Rohlin [Rod] WE. 这 启发 了 
Hirzcbruch MH EM AH, 所谓 导 差 定理 [Hz2, 3. 
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第 十 三 章 K 论 


REEERE K]. Leray 的 重要 创造 之 一 ， 互 ，Cartan 和 
A. Grothendieck 等 也 有 贡献 .关于 它 的 发 明和 发 展 有 一 段 复 条 
的 历史 .但 在 此 ， 先 要 说 有 明 束 这 一 词 的 中 详 译 名 的 邦 吾 .Leray 
在 定义 束 时 采用 的 法 交 名 词 为 faisceau (SRN faisceaux), WE 
成 英文 为 sheaf {复数 为 sheaves). 50 年 代 吴 文俊 先生 在 中 国 科 
学 院 数 学 研究 所 讲授 这 个 理论 时 正式 将 法 文 faisceau MAX sheaf 
翻译 成 “ 束 ”"， 已 被 数学 界 所 公认 并 采用 ， 后 来 不 举 被 谋 娠 成 
“BY AR? Be, 和 看望 今 后 能 正 其 名 . 


$13.1 Leray 的 介入 


Leray 于 1934  § AE Schauder 合作 ， 将 Brouwer Fr He Spy 
度 和 概念 和 不 动 点 定理 推广 色 无 限 维 情 形 .Ler-S]， 而 与 代数 拓扑 
HH. Leay 需要 应 用 这 个 定理 于 泛 国 空间 ， 以 获得 流体 动力 
学 中 的 非 线 性 偏 微 分 方程 解 的 在 在 性 ， 二 战 期间 ，Leray 从 1940 
年 至 1945 年 间 是 位 于 壬 地 利 的 一 座 战 分 集中 营 (Oflag XVII) 
中 的 公 虎 .他 在 战俘 营 里 组 织 了 一 所 大 学 ， MARR AR 
拓扑 学 ， 这 门 课 的 讲义 颇 有 新 意 ， 战 后 于 1945 年 发 表 [Ler 2], 
其 中 包 舍 着 东 论 的 萌芽 . 接着 ，Leray 于 1946 年 的 两 篇 短文 
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[Ler 3, 4] 中 ,第 一 次 正式 引进 束 ， 束 的 上 同调 和 谱 序 列 等 重 
RES. 

可 以 训 不 夸张 地 说 ， 这 不 仅 是 代数 拓扑 学 发 展 的 里 程 碑 ， 也 
是 20 世纪 现代 数学 发 展 的 最 重大 的 历史 事件 之 一 ， 因 为 ， 这 些 
概念 不 仪 是 代数 据 扑 学 的 强 有 力 的 观念 和 工具 ， 而 且 迅 速 扩 展 到 
多 复 变 ， 人 代数 几 和 何 ， 偏 微分 方程 和 徽 局 部 分 析 ， 甚 至 数论 以 及 数 
理 逻 辑 等 看 似 与 拓扑 相去 其 远 的 数学 学 科 . 这 想必 是 Leray $ 
不 及 的 . 

Leray 的 短文 发 表 后 ,他 接着 从 1947 年 起 ,在 法 兰 西 学院 
(College de France) 系统 讲授 了 有 关内 容 ，1950 年 发 表 为 [Ler 
10, 11]. 这 在 巴黎 的 数学 异 引 起 了 关注 ,特别 H. Cartan 和 他 
那个 时 期 的 由 人 给 学 生 Ca J.-L. Koszul 和 J.-P. Serre 等 ) 都 介 
和信 其 中 .这些 课题 成 了 1947 至 1951 年 间 人 们 经 常 讨论 的 事情 . 
后 来 还 有 F. Hirzebruch [Hz 3], R. Godement [Go] HA. 
Grothendieck [Gro] 的 贡献 ， 

下 面 几 节 给 出 一 个 简介 . 


$13.2 Leray 1945 FH X HH mE 


Leray 1945 年 发 表 的 集中 营 中 的 讲义 [Ler 2] 表明 了 他 对 
同调 论 的 创造 性 看 法 .他 不 满意 1940 年 以 前 的 同调 论 的 方法 ， 
既 不 满意 三 角 前 分 ， 也 不 满意 磊 向 和 道 向 极限 ， 他 将 上 同调 建立 
在 新 的 基础 上 ， 不 用 前 分 ， 不 用 局 部 定向 上 性 和 局 部 线性 性 ， 不 用 
ABI, TAARA, THAS. 他 打算 将 上 链 复 形 公 
理化 以 定义 上 同调 ， 他 定义 了 顶 羔 (EX couverture) 概念 ， 为 
了 和 定义 项 盖 ， 他 先 定义 “ 捆 象 复 形 ” 为 一 序列 的 有 限 秩 的 自由 交 
换 群 ， 对 每 个 维 数 zp， 有 一 组 基 | Xe|。， 带 有 一 个 上 边缘 运算 
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XX, BER 产 +1 维 群 中 的 元 素 ， 满 足 上 边缘 的 上 边缘 是 
- 零 这 条 公理 . 他 称 复 形 是 “县 体 的 "， 若 对 每 个 MM T E mA] 
E 的 一 个 非 空子 集 | Xe | 作为 支 集 ， 满 足 公理 : A XY BRA 
Xi 的 ， 即 它们 之 间 可 揪 人 有 限 个 基 元 素 ， 使 得 每 个 是 位 于 前 一 
TEASER, MIX STI]. —P AAR KEKE 上 
的 一 个 顶 瘟 ， 如 果 其 支 集 是 闭 的 ; 对 五 的 任意 点 zx 其 支 集 包 会 
的 那些 丘 素 组 万 的 子 复 形 是 简单 的 ， 即 其 上 同调 是 平凡 的 ; FR 
所 有 0 维 茹 元 素 之 和 是 一 个 上 团 链 {单位 上 闭 链 ).， SRE 的 系 
数 取 自 环 A BERW, E E 上 任意 顶 盖 KK 的 pp 维基 元 的 以 及 
中 元 素 为 系数 的 线性 组 合 的 上 同调 类 . 
这 是 Leray 第 一 次 误 出 的 顶 盖 定妆 ， 


$ 13.3 Leray 1950 FRY FH MEHR 


Leray 1950 年 发 表 的 讲 文 [Ler 10, 11] 是 1947—1948 M 
1949—1950 之 间 在 法 兰 西 学 院 讲演 的 内 容 ， 前 者 包括 束 ， 顶 盖 ， 
上 同调 和 谱 序 列 等 概念 ， 极 为 丰富 ， 后 者 主要 介绍 在 纤维 空间 的 
应 用 . f 

本 章 余 下 的 篇 幅 ， EHEM [Ler 10] 的 顶 六 和 束 及 其 上 同调 
等 概念 出 发 ， 介绍 束 论 的 发 展 ， 而 将 谱 序 列 放 到 下 一 章 中 介绍 . 

Leray FEM BH TORRE MOP. 8 E ER AK A Haus- 
dorii =), E LN—-TRGEW E 的 任意 闭 集 下 指定 一 个 环 
BF), FEN TE MARAMEBSKEARECF, B—-TRAKR 
面 〔〈 我 们 改称 为 限制 ) WERA) A F), HSCF) Pace b 
RAF, 6, MERIR: 号 ( 记 )=0 和 限制 的 传递 性 ， 即 车 ECF,C 
F, MF,(CFıb) = Fb. 

然后 ，Leray HA EM THR, HPRAT H. Cartan 在 
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[CH 2] 中 的 建议 ， 复 形 和 顶 盖 不 必 有 茜 ， HENMARE. I 
拓扑 空间 下 是 局 部 紧 的 Hausdorff 的 ， 空 间 E 上 的 一 个 复 形 天 
是 一 个 以 8 为 上 边 绿 运算 的 微分 环 尺 ， 并 具有 一 个 法 则 ， 每 个 元 
EREKE P—PABRS( 2), RAE HR, IA: SCO) = 
DE SCk)= SW) k=0;SC2—-—#,)CS(A2)U SCR, );SCRR)ICS 
(LON SH): SERT SR) SC—-k)= SR) AMT E 上 的 一 
AEK, MPF E FLÈMÉF, wW FK AF LHRH, CR 
K 关于 由 所 有 支 集 与 FF 不 相交 的 元 素 组 成 的 理想 之 商 . TER 
— RS: 下 一 FK， 称 为 相配 于 复 形 KR. E 上 的 一 个 复 形 
K RAE 上 的 一 个 顶 盖 ， 如 果 它 是 无 掩 的 ， 分 欧 的 且 次 数 产 0， 
上 边 绿 运算 的 次 数 为 1， 而 且 有 一 个 以 FE 为 支 集 的 单位 元 2， 
FARMER 各 五 WS ck NER ME 的 上 同调 类 的 整 娄 
fF. E LW PORK 称 为 是 精细 的 (fine), HRMTEM— 
AUR EU cH EES RFE m] V ,有 恒 等 同 态 K—K 的 一 个 


BEA |, BE A, RK 到 自身 的 一 个 同 态 , 且 》; = 1r ,使 


‘FP A PE S(ALZJCSCADOV, ， 对 任何 太后 天 和 任何 "成 
Ww. 对 于 有 限 维 的 局 部 紧 的 Hausdorff SAMS, HAHN HF 
Em. GG Cech HEHE Alexander 的 做 法 [Al 14|. 

Leray 心中 的 精细 顶 盖 是 理想 化 的 “ 链 复 形 *， 而 束 则 是 系 
数 群 或 环 的 推广 ， 包括 常 系数 和 局 部 系数 作为 其 特例 . AAT 
E 上 的 一 个 精细 顶 盖 扩 APRS, WA BRAK, A 
(EL RÉ HR 办 而 得 空间 五 的 系数 取 自 包 的 上 同调 . 这 种 将 
一 个 项 盖 (RE) KSPR 劳 缚 合 超 来 的 办 法 ，Leray MA 
4232 (intersection) K’3, ÆX4 PF: 先 作 张 量 积 KOJ, TH 
所 有 形 如 4606 AIR ER, HR REKB ESF) . Me SR) 
CF. KOEHTE 3,05, 的 支 集 是 所 有 满足 Sak, xb, 0 
的 点 x 组 成 的 集合. 然后 ， 开 的 甸 关 于 所 有 支 集 是 室 集 的 元 素 组 
成 的 理想 之 商 环 ， 称 为 KA SRR KS, EDEA ME 
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(RES), € K EHEN, WK Sapa. 
尚 需 对 东 附 加 一 些 要 求 . AR 

lim@(V)=@CF)( BR lim S(V)=4(F)] (1) 
Am, ERT 6EEBCF). , 必 存 在 下 [或 下 Usco] 的 一 个 闭 的 邻 域 
VIZ R—P ICR bya V), iH 6, = Foy H BEAT FUR F 
oo] 的 一 个 闭 邻 域 WY 及 一 个 元 案 by € ACV) EE Fb, =0, NE 
E FI FU co | RISB V CV EE VB, = 0. BAR 

lim CV} = 0 (2) 

RIT, RS Oni TASTER V Ro, Se BV), WEE 00  — À 
AIR V CV, fe Vb,=0 容易 看 出 (1)， Sh a 
ES STE RE AIM eR. E CLAIR 2 eee EB (proper), 
果 满 足下 列 三 个 条 件 : 

A. lim (V)=0 ; 

b. 当下 是 E 中 非 紧 的 闭 子 集 时 ， „im ÆCV)=S(F); 

ce 当下 是 五 中 紧 的 闭 子 集 时 ， lim ACW) = 4(F). 

DE FEB RAS, NBT REM. SEE EH 
ER, KEE L—TMÉ, WK ARBRE SM, Meas 
个 元 素 的 支 集 都 是 紧 的 ， 

于 是 Leray 得 到 下 面 重要 的 唯一 性 定理 : BEE 上 的 正常 
Ra, WK Sa ERA (KS) Sees K 的 选取 无 关 ,于 
是 我 们 记 它 为 H' (ED) , 称 之 为 空间 E XTE OM EMI. 
APT EAH REN N, SEAR EA HH HR, ME Br 
党 系数 整数 环 时 ， 这 就 是 Alexander-Spanier 紧 支 上 同调 [Al 14] 
[Sp 1]， 而 在 微分 流 形 的 情形 ， 当 色 取 为 常 系数 实数 域 时 ， 正 是 
RE de Rham 上 同调 . 

Leray 此 处 的 证 明 ， 动 用 了 他 A 己 创建 的 谱 序 列 这 一 重读 器 
的 . 后 来 有 人 得 到 简化 的 直接 证 明 [下 ].- 对 于 闭 支 的 情形 ， 上 
同调 的 唯一 性 也 可 以 在 局 部 紧 且 仿 紧 的 空间 范畴 上 建立 的 ， 这 时 
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Be oA 的 条 件 要 作 相 应 的 政变 . 
以 后 的 发 展 显现 出 项 盖 这 个 概念 悉 渐 被 人 们 遗忘 ， 是 否 应 
当 ， 尚 不 得 而 部 ， 而 上 的 概念 进一步 在 变化 发 展 . 


813.4 H. Cartan 讨论 班 1948—1951 
和 Hirzebruch 书 中 的 束 论 


1947 年 在 巴黎 由 法 国 国立 科研 中 心 (Centre National de la 
Recherche Scientifique) 支持 出 版 了 一 本 代数 折 扑 学 论文 集 (Col- 
loque de Topologie Algébrique), Æ P Leray 提供 了 一 篇 论文 [Ler 
7j， 同 时 H. Cartan 也 为 同一 论题 提供 了 自己 的 一 篇 论文 ， 但 当 
该 会 议论 文集 即将 于 1949 年 出 版 之 前 ，H. Cartan $ FRIE H 
MEERES, TET HA CMe MT. H. Cartan 在 他 主持 
的 讨论 班 1948—1949 中 ， 有 有 一半 内 容 是 讨论 东 论 的 ， 后 来 也 未 
FEAR. 接着 ，Letrayl950 年 的 长 文 [Le 10] 发 表 ， 随 后 ，H. 
Cartan 讨论 坦 1950—1951 F RR T REHAS, MA. Borel 
于 1951 年 完成 了 了 有关 Leray 理论 的 综合 讲 父 [Bor 1]. 

在 H.Cartan1950—1951 讨论 班 中 ， 用 M. Lazard 建议 Cartan 
KAU FHIR. EX MFAHHSH, p: FOX 是 一 个 
局 部 同 有 是 的 连续 的 满 射 ， 即 每 点 ze A TS VOF E 
得 限制 疡 | V: VX 是 一 个 将 VW RRX PRA p(V) EK E 
MH, HFA rex, WR p lla) PRA z 上 的 那 一 根基 (stalk)， 
如 果 每 根茎 都 有 一 个 群 (或 环 或 模 和 等) 结构 ， 且 涉及 的 运算 为 连 
续 的 ， 则 称 (F, p, X) 或 了 是 一 个 群 (SHARE) 来. 

这 个 Cartan-Lzade X FRAIS, # Hirzebruch 采纳 
写 进 他 1955 年 写作 的 书 LHz 3] PEAR (MX Garbe) IE 
x, 同时 将 Leray EX FIR AUGE, BHP a eee FR 
后 ， 被 采纳 为 Garbendatum, BA “RZ”. 在 这 本 书 1966 
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PAY Se Sc RP, Garbe HHA sheaf, M Garbendatum #6 Æ È 
presheaf. ME, FERKKXIZIRRTÜÄR. BOP eee: 

拓扑 空间 X 上 的 一 个 预 束 1fSu ,rv! 由 以 下 要 素 组 成 :对 任意 
开 集 UCX 有 一 个 群 Sv, 并且 对 任意 两 个 开 集 UCVCX 4 — 
+ AS ris: Sv 一 Sy. i: 

(D Æ USSR, Mj Sr=0 是 零 群 ; 

(D 同 态 rp BES: FUCVCW, M = rer. 

X EE TMREE- TRAIT. BIS. 是 给 定 的 预 
A HFEA rex, S, = lina Si; 为 在 包含 x 的 开 集 族 上 美 于 


rr 的 顺 向 轰 限 , 它 自然 是 一 个 群 . 每 个 元 素 JE Su 次 定 一 个 元 素 
ES PAS ER: WF (germ), S, 的 每 个 元 素 都 是 芽 . 取 了 
Fe AS 36 FF DS: À FOX AR FE Sgil Sr GS LH 
th ti ¢ AEREE, (Sa, ANE AR, S, 是 点 x LAZ. N 
À RCA | Su, r PAPE SOR. 

RZ, Rp SSBB ENRR. 设 U EXPRE, —# 
RES BREST ss USS RA U 上 的 一 个 截面 ， 若 pes=1y. 用 
TU,F) 记 上 所 有 的 截面 组 成 的 集合 ， 按 茎 中 群 运算 自然 成 
为 一 个 群 . TFE, OO Uru, RR HR TOR. 
iT RR AF BY BE OR 

A—T SUR 2 H E PS PE AO DR AS LIN a) BRAS, A 
来 既 不 是 单 射 ， 也 不是 满 射 ， 但 从 一 个 束 到 由 其 典 则 预 束 构 作 的 
RA A AA, MEE aR BY. 

以 上 就 是 由 流传 极 广 的 重要 文献 Hirzebruch 的 [Hz 3] 所 传 
fa HK RIGS. 
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§13.5 Godement 书 中 的 
Grothendieck PR TE 


A. Grothendieck Æ 1957 FR RT HZIE [Gro], HT 
RARS E ERK FMRI PHVA, BPR HE 
iy se. 接着 R. Godement # Grothendieck 的 定义 写成 一 本 
P [Goj， 重 得 这 个 定义 广 为 流传 ， 现 介绍 如 下 ， 

当 Leray 在 1945 年 集中 营 讲 尽 中 发 明 顶 盖 时 ， 就 是 想 提出 
一 个 办 法 ， 如何 从 空间 的 一 个 适当 的 覆盖 的 每 一 个 成 员 的 上 同 
aA, RIRE TSI EAA. 这 类 结果 可 以 想 成 一 种 “从 局 部 
性 质 向 整体 性 质 的 过 波 ”. 这 类 问题 在 数学 中 极其 重要 ， 并 且 已 
A6 Tee PIS. Poincaré 8 T 1883 年 证 明 ， 一 个 两 个 复 
RE Bt RY pas HE OC? 的 每 一 点 (xo, yo) 的 充分 小 的 邻 域 中 可 表 为 
两 个 全 纯 活 数 之 商 ,， 则 实际 上 在 全 空间 COP RE TS 
数 之 商 . 1895 年 ， 法 国 数学 家 P. Cousin 对 Cr 的 某 些 开 集 推广 
这 个 定理 ,提出 “从 局 部 到 整体 ”的 著名 的 Cousin MM. H. 
Cartan 于 1945 年 曾 得 到 “从 局 部 到 整体 ”的 典型 定理 [CH 1]: 
Xt THERM <n 的 局 部 紧 空 间 中 的 开 于 和 集 UU MSU) = H,(U: 
TD, RET=R/Z, AAEM: 

Fl. @UEBATHU. HH, H 5,5 À FCU PR PSH, 
在 每 个 U, 中 有 相同 的 限制 ， 则 = 57. 

F2. FKURFFRU WH. H sE U;) 满 足 :对 每 一 对 
使 得 UN U; 关 所 的 指标 (i j), s: Ms, 在 UN U) 中 有 相同 的 
限制 , 则 存在 一 个 SAUER U, 的 限制 为 5 

因此 ， 自 然 会 想到 对 Leray 的 束 的 定义 加 以 修改 ， 除 将 Le- 
ray 的 东 的 定义 中 闲 集 换 成 开 集 外 ， 再 将 上 述 Fl1，F2 两 条 件 加 进 
去 ,而 得 新 的 束 的 定义 ， 这 就 是 Grothendieck 重新 定义 而 被 
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Godement 的 书 采 用 的 概念 . 现在 正式 陈述 如 下 . 

拓扑 空间 X EN — TER BER CH — TER FF HU TE 
RER: HEETE UC 有 KK， 有 一 个 对 象 了 LU)E*%， 且 对 任意 
HEARE UCVCX， 有 一 个 中 态 射 ， 称 为 限制 

on FC VFL), (3) 
满足 两 条 公理 ， 对 任意 开 集 U，p8 RMS, 对 任意 开 集 UCV 
CW, HER 

Pu = pL? PY. (4) 
拓扑 空间 X 上 的 一 个 预 束 。 如果 它 还 满足 Fl 和 F2, WR 
AX 上 的 一 个 束 . 

id. 这 里 的 预 束 定义 与 Hirzebruch $ ERHHR EN (KW 
$13.4) WEHNEHDIE (1). A ERME FI, M AG 
TRM—,TÉ/ MODE. 

设 给 了 拓扑 空间 X 上 的 一 个 预 束 3， 仍 可 用 $13.4 中 做 法 
构 作 出 一 个 Cartan-Lazard EX FHIRÇCE(F ), p:X}), Godement 
RE OR eR OA dE BC T OUR SA RSA] (espace étalé). HEHE 
RSE ARAM SF, HP MERA U, KU)=T(U,E 
(F) BREW AAR FL A F, KE-TR. FIESTA, 
WEAR A FF EIS, AML RR FOU eS RT Ri 
R, ACU) PoeR ay U 上 的 截面 . 由 此 可 匈 ， 束 和 其 相配 的 
平展 空间 工 相 一 意 地 决定 . 

MATIN, Mirzebruch 书 中 的 Cartan-Lazard 意义 下 束 的 概念 
与 Godement 书 中 的 Grothendieck EX TER ES “Eh”. 
但 是 ,现在 一 个 陈述 上 的 困难 是 ， 这 两 种 讲法 在 所 界 上 均 已 广泛 
流传 ， 我 们 下 面 的 介绍 则 双方 兼顾 ， 凌 者 在 交 献 中 遇 到 有 关 术 语 
上 时， 请 您 小 心 识别 ， 全 不 难 并 清 是 哪 一 种 讲法 . 
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$13.6 束 的 上 同调 (Hirzebruch 讲法 ) 


除 Hirzebruch 的 书 [Hz 3] 的 德 文 版 和 英文 版 外 ， 访 疹 还 可 
参考 F. W. Warner A OR AL a eet [War], BLK A 
$ 13.4 中 的 术语 . 

设 X 是 一 个 拓扑 空间 ，4 是 一 个 给 定 的 环 . RX EAE 
Ky=XxA, WUER, FE XEHEA 模 束 的 正 合 
序列 

0 (5) 
PRA ER oof BY —-TAHETE (resolution), FFARR (5) PRR 
为 精细 的 【fine)， 即 对 X BET AMAR HA Bm. FEAR 
的 单位 分 解 . SFX 上 的 任意 A BOR S, Moro + Le RH 

> PGF I> TERF > THDF )-+ (6) 
MicdfeEr(e’ OF). 其 第 ga TERHI HARTA IR FF 
中 的 第 a À EVR. IEH (X; & )= HT SF). 

SFX LAKRZEIR ENT Sf: 4537, BST ETF 
模 之 间 的 同 态 f*: H(X; F) THX, 77). 

X EB A 模 束 之 短 正 合 序 列 

OF FF (7) 
RETAS (X; FOSAMAX) LARRY KIER 
序列 

n= H X; F HX; F) 
>HI (X; F) HIX; Fe (8) 
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$13.7 SREY ER (Godement 讲法 ) 


HERA $ 13.5 中 的 术语 . 

在 拓扑 空间 X 中 由 闭 子 集 构成 的 一 个 集合 西 称 为 一 个 支 集 
族 ， 若 它 满足 

(1) 属于 下 中 的 两 个 集 之 并 仍 属 于 更 

(2) AT 划 中 的 集 之 闭 子 集 仍 属于 无， 

WX 是 一 个 拓扑 空间 ，A 是 一 个 给 定 的 环 . DFE X EM 
一 个 有 BOR, FAD? Rid A FOX) AES X 上 FRE 
面 ;用 Tor IF PRE TT © 的 截面 组 成 的 子 模 , 此 处 
截面 六 的 支 集 Sl 用) 指 区 中 的 最 小 的 闭 集 ,使 得 当 x & SCP), f 
Ex ERE PSF Ff. = 0. 

RY =€° XsF DAM X 的 每 个 并 子 集 U 

#£°(U)= IL az), 其 中 Ax) = ling FV), (9) 


即 与 多 相配 的 平展 空间 中 U 上 的 任意 (连续 或 不 连续 ) 截面 ， 
FFAS ESAS UCV MAN: FL Vor UE V FEN 
在 世上 的 限制 .容易 验证 Y° 是 一 个 A BR IEA FRAME 0 
的 于 来 , 记 自 然 的 单 射 为 py, 

重复 这 个 做 法 可 得 A 模 束 的 一 个 序列 


OF po gr or (10) 
BPS T= EUX, E GLF), 而 do 是 复合 映射 FEF) 
Li, — Atih E= EO XLE] da Ct, d,. EE SES 
LAO lda- a FTS ; (10) 是 正 合 的 ， FAR F Ayo 
Wath (canonical resolution}, HEREIN: F), 
对 (10) 中 每 个 束 ， 取 全 空间 X 上 的 截面 ,得 一 个 A 模 上 链 
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复 形 
O Pal F IT TALENT) (11) 
DIEC X; 7), RER AR HCC X; 了 了)) 称 为 空间 XER 
PE FPRRA p 中 的 上 同调 模 , 记 作 HS (X: FAI D 
EP ARIS ROR. WSR A OX; 7). HER MA HEX: F) 
= Der ). 
HTXLEABKRZUNEREN Ef: FF 诱导 了 上 同调 
Rm CRRA Fs Hel XF JHE XF). 
X 上 的 每 个 A 模 束 的 短 正 合 序列 
Or -~ 0 {12) 
HET AESH X; F OHY (X; FF), MPLAB KFA 
序列 
人 
— HY X; Fy (13) 


$13.8 FRA Cech 上 同调 


还 可 以 用 Cech MÈRE RAI EA. 

设 给 了 拓扑 空间 X 上 的 一 个 A HBR ($13.4 A $13.5 中 
PUR HUE MBA) SF, FFA UH ID IX N — THUN 
RKETFHNI—- ¢ KBP RRS. EEB TE + 1) 元 组 
(aaa) BUA fans ai." Ay nu, NNU, PE 
所 有 的 了 EE ga 上 链 模 Ch (CF). 定义 上 边缘 同 态 
C1 USF IT CH USF DAT FE CAF), 

(STF) Caos ,as+1) 


中 守 1 


en Flag eee ager) (14) 


k=N 
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其 中 ”表示 删除 ， 易 知 61+1.8? =0， 于 是 可 以 定义 上 同调 AH 
H (UF ) = Ker( 8°) /Im( 6% 1). (15) 
对 的 所 有 开 枝 盖 按 加 细 形 成 的 有 向 集 而 言 ，4 ACU FR 
合 及 同 态 形成 一 个 顺 向 系统 ， 取 顺 向 极限 ， 记 作 
FOX) = lim UF), (16) 
PA SX 的 系数 取 自 A BBR 3 的 第 g À Cech LIAR. 
RAT X 上 的 一 个 A RMR 多 无 论 它 是 按 S13.4 中 或 
$13.5 中 定义 的 束 ， 取 其 典型 预 束 GÈ $13.4 为 截面 预 束 ， 按 
$ 13.5 就 取 它 自身 或 等 价 地 取 其 相配 的 平展 空间 的 截面 预 束 ) 
F, & | 
HX:;F)=HUX:E), (17) 
称 为 空间 X 的 系数 取 自 4 BR FHS gq À Cech 上 同调 模 . 
经 典 的 系数 取 自 A 模 G 的 第 g 个 Cech 工 同 调 模 ， 正 是 当 将 
X ERREG ERRA 5 (Eit § 13.4 31 $13.5) 时 ， 空 间 
X 的 系数 取 自 A RR SA g À Cech 上 同调 模 . 
Cech Lia] dah AT ETETE, FAST. 但 类 似 (8) 或 (13) 之 长 
下 合 序 列 的 存在 性 ， 则 需要 对 空间 X 增加 条 件 ， 如 对 仿 紧 空间 
可 以 证 明 . 此 处， 对 仿 紧 空间 而 言 ，Cech 上 同调 与 前 面 陈述 的 
Grothendieck 上 同调 是 同 构 的 ， 而 在 一 般 情 形 ， 这 两 者 的 联系 将 
通过 一 个 谱 序 列 来 实现 . 


$ 13.9 一 个 注 记 


回顾 前 后 天 约 20 年 的 发 展 进 程 ， 丝 起 源 寺 1945 年 Leray 的 
Wit. Bua, 束 论 及 其 上 同调 论 的 成 熟 是 伴随 着 同调 代数 论 的 丰 
宣 成 果 而 完成 的 ,其 中 ,体现 了 上 同调 是 作为 一 种 阻 和 碍 而 呈现 出 
来 的 代数 结构 ， 
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SR, RIP SHERI RM RR RAS ee A iy 
FA, Mb Leray 始 料 所 不 及 的 . 但 是 在 Leray 最 初 的 想法 中 ， 
可 能 只 有 部 分 被 继承 和 发 展 了 ， 男 有 部 分 可 能 被 搁置 甚至 被 遗 不 
T. 例如， 原来 Ley 设想 不 用 前 分 也 不 用 顺 北 极限 ， 而 直接 对 
链 复 形 加 以 改造 以 获得 同调 或 上 同调 所 以 他 引进 顶 适 和 K Le- 
ray Et MPM) 束 ， 顶 盖 充 当 上 链 复 形 ， 而 束 当 时 充当 经典 同调 
论 中 的 系数 群 ， 包括 了 局 部 系数 的 推广 .后 来 的 发 展 接受 Leray 
GM FRR, BHR EAA RARER, Rinse Ada 
数 中 导出 函 子 的 手法 以 获得 一 个 上 链 复 形 ， 而 建立 上 同调 论 ， 那 
KES, BET! 需 知 ， 当 时 Leray Bike 1945 年 与 
A. Weil M—KiR IS, ESET Weil F 1947 年 给 出 de Rham Æ 
理 一 个 新 的 证 明 [Wei]， 如 今 已 或 为 经 典 的 了 . ABA, Leray me 
初 的 想法 还 能 纵 我 们 什么 启发 呢 ? 
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第 十 四 章 ” 谱 序列 


Leray 在 1946 年 的 男 一 具有 开创 性 的 贡献 是 ， 利 用 他 独 出 
心 裁 的 一 套 构 作 ， 来 研究 连续 映射 的 上 同调 ， 这 导致 了 谱 序 殉 的 
建立 . 

庶 序 烈 的 观念 有 一 个 发 展 过 程 ， 其 间 J.-L. Kosu EHE 
要 建议 ， 最 后 形成 Leray 在 1947—1950 年 讲 文 中 的 谱 序列 概念 . 
结合 当时 Leray 的 顶 盖 和 束 等 概念 ， OY GP Jey BB BE SS Je] = fa] BOE 
E SE RT HTS A 

接着 J.-P. Serre FIA. Borel Jot FA BS Fe oi] BE AR oe SE eh, ik 
现 了 这 一 新 技术 的 巨大 威力 ， 其 中 Borel 应 用 于 紧 Li PRE 
ES ES FO AT, AREA. Serre 则 利用 奇异 同调 ， 对 
Serre 意义 下 的 纤维 化 建立 谱 序列 ， 而 应 用 于 球面 同 伦 群 的 计算 ， 
使 原来 每 前 进 一 小 步 都 极为 艰难 的 同 伦 群 计算 ， 得 到 巨大 突破 而 
震惊 世界 . 

此 后 ， 谱 序列 便 成 为 代数 拓扑 学 的 一 项 常规 的 武器 而 被 不 断 
应 用 于 许多 困难 问题 的 研究 , 20 Atiyah-Hirzebruch [AtH 2] 为 
K 理论 建立 了 谱 序 列 . 
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$ 14.1 Leray1946 年 的 构 作 


Leray 在 1946 ENEX [Ler 3, 4 FU HE, Ble eet 
St 5 ERE Ss E — À AR À IR St AT ER RE AY SP LEE SE A PE EU SR 
的 上 同调 模 ， 这 征用 个 双 和 分 次 的 序列 ， 相 五 之 间 存 在 复杂 的 鞠 
A. ANT IT OF. 

在 [Ler 31 中 Ley 首先 注意 到 ， 对 于 任意 正规 空间 X 和 
环 有 及 ， 可 以 对 每 个 整数 20, 定义 下 的 系数 在 A 中 的 第 g 个 上 
FRESXA), CENT X HITÉMTÉE, & 

#9 (X;A)(E)= HVE;A), (1) 
等 式 右 病 是 他 1945 年 长 文 [Ler 2] 中 的 | 同调 群 ， 这 是 一 个 A 
EX. | 

进而 ， 他 假设 X, Y 是 正规 空间 ，f: X— Y BATES 
Bt, SEX EAI— TR. Leray 定义 Y LARS, CF), AAt Y 
LEHTE, 

fa CF OCEV = fF HED, (2) 
称 为 直接 像 . 

于 是 ， 对 于 任意 一 对 整数 peo 和 9 产 0， 他 引进 上 同调 

AR 


PES = B’ Y; f. CHINA). A 
这 是 全 新 的 想法 . GAA (ER re OE Led) DEREN 


不 寻常 的 发 展 、Leray Mir, GTB a0. et = 
H(X; A) PAP PR SF _ | 
O= "tip plis IT Hr Norge (4) 
并 且 对 于 每 一 对 (p,q) ,在 PE 中 有 一 个 子 模 序 浏 
D = QG QC COQ NE PE CP Te LP" (si 


相互 用 下 面 的 同 态 止 合 序 列 相 联 系 : 
0-> QP)» Pei 二 HA NO, (6) 
玉 对 每 个 满足 lS rig Hr, 


(> phy, > Pe Q pert A Se (7) 
— A Peo Al aR AE, DU] (4) FE GI AI AS T eae BA 
i. 这 是 了 解 由 站 建立 的 忒 利 立 的 上 同调 之 回 的 关系 的 主要 步 
mR. 特别 当 A 是 域 时 ， ET AY OX; AD MAYA AI HP 
Rye "都 知道 时 便 江 全 确定 . 
Fit, Leray 只 给 出 了 不 完全 的 概述 ， 因 而 性 常 难 懂 . 


814.2 Leray1947 年 的 构 作 


Leray1947 年 在 法 兰 肉 学院 讲演 时 [Le 10], ERA T AAT 
还 是 研究 生 的 J.-L，Keoszul 的 两 点 建议 .其 一 荐 微分 A PAM, 
diS., EP M 是 一 个 4A 模 , 而 A 是 -个 给 定 的 环 、 d 2M 
的 一 个 满足 d*a=0 的 和 白 同 态 ， 称 作 微分 . Leray AIN M 是 一 
个 代数 ， 而 且 只 是-- 个 求 导 法 ， 即 满足 Leibniz 法则 da b= 
da +Tefat 了 6 ， 其 中 基 轩 的 一 个 自问 构 ， 其 一 ，Koszul 发 
HI Leray MERE CH S 14.1) DRA TR ee BEA (fil 
tration), I-74 PRE H. Cartan BRN, m Leray M CU HH ih AF 
WA (HX sousvalué), AR S28 RU UE ea. 

Al FIA BE, Ta. Leray Er J EI HEN. MW 
FL ER, WU Ae AE ER ee PA. Mineo T 
— i E EM F. eS ea D le], BE se a) ET ES 
HEKE. 如 果 给 的 是 TEAM, IG A UIE RR Ee 
E, are EDIT R. 

168 


.微分 A 代数 (M ,4) 上 的 一 个 取 值 为 整数 或 + co HU PRE FR 
为 一 个 滩 透 ， 如 果 它 满足 条 件 ; MIE el. b OM, flala)) = 
f€a), fla —b}eemin| fla), f(b)!; flab Se fla) + fla); f0) 
= +0. M”?={aEM; fla) Sp}. MERR SF: MO E 
一 个 各 法 群 ; ME OCM AO; MMPC M'A; lim Mt) = 


MT. 作 加 法 群 Me) Met. a?) E Ate) ite Mis „a 
(aP mod MEI Ca mod MV) 


— aera DmodMe ttl. (8) 
则 和 作 直 和 便 得 一 个 分 次 A 代数 
GMA 一 PMP AM (9) 
EX 


称 为 渗透 代数 M 的 分 次 代数 ， 

M 中 满足 de =0 的 元 素 CHAM 的 上 闭 链 ， EERTE 
ZM): M 中 所 有 形 如 da 的 元 素 称 为 上 边缘 ,它们 组 成 ZIM) 
的 一 个 双边 理想 BCM). 商 代数 

H(M)=Z(M)/B(M) (10) 
称 为 <M ,dd) 的 上 同调 代数 . 

(MT ,上 的 一 个 渗透 了 诱导 出 详 (M) 上 的 一 个 渗透 如 下 . 记 
zip 一 Mie) NZ(M),Al Bia 一 Ath) 站 BIM), pin zun), 
ZE ACM) RS Bicte FPH(M) = ZB AE H MR 


— TEA, EPEAREN ARAE 
#H(M) = D FPH(M)/Fe*' HOM). (11) 


BoA. WEZ = |e E M; de E MAT ,其 中 元 素 可 
以 看 成 ZIERT. MOTD ZOE CZ), 
并 由 ded =0 4 BY? = az cz S 


Er?= ZH /ZH + BYP), (12) 
HER ER 
0 = BYP CBP CCB CB YC CB CZ 
Ce OZ) CPC CZ CZ = MI, (13) 
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可 看 出 五 4 是 “逼近 ”于 
E% = FPA(M)/F?P*' HOM) 
= Z sZt 4 Br}, (14) 
对 任意 p, RELMEM AM d; ZO Zt a, BY, + 
Z 0BU NT BEETA 
d,: Ef—Ef"", (15) 
A ded =0 3H d,-d,=0.0% d, EHKI E, = Q Ef = E,(M) 
上 的 一 个 次 为 r 的 微分 ， 关 于 此 微分 d, 的 上 同调 是 
HPCE) = Ef, ER >, (16) 
或 等 件 地 
FH" (E,)=E,;:. (17} 
wa, M MHRA, DATE u, vee EM pdu 
HMP’=M, 4 p>v ti MH =0, WF r>v-u, HE = 
GH (M) SEx. 
一 般 地 ， 所 得 序列 E, d.) PAARMA M, d, FO 
RIF Fl] (spectral sequence). 
如 果 起 初 给 的 是 一 个 分 次 微分 代数 


M=QM,. dM TM +17 (18) 
ger 4 . 
且 其 分 次 与 滩 透 WA, Ep 

Me OM, M. (19) 

gee 

则 记 

Z= ZPN Mps B= BOM My 44 

Z =Z N Mergo Bet = BY M,. og. (20) 
MZ? =z, BP = OB", ZP = Oz", BY) 一 人 DB 和 ,并 对 
— XT p,q) 


0 = BI CBYC:-CBYC B,C -CBYCZ4*C-. 
CZ COZ Ce CZ CZ = MONM, +a (21) 
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mA Br TZ, Zet CU 其 而 可 年 六 


E" = geo so zetia dy pee), (22) 
其 中 op RARA, a PARK, pte RASH. 这 时 有 
d, (EMC EË TT rel, (23) 


WEE, = H(E pA, EA FRA Erbe, MAHRI ER] 
mW. mA EM “ie + 
E# = PPHP MOZ FP UIHA ac My). (24) 
Leray ER RMB PS, 6 Li CE AI HEV A TE SC ER 
By. SH, AEX, YARRA SA, f: 和 一 了 是 连续 映射 . 
背 助 他 的 项 蔓 和 他 的 正常 东 两 个 概念 【所 和 13.3)， 设 给 了 X 上 
的 一 个 正常 束 甸 和 名 上 一 个 精细 顶 盖 续 ， 以 及 Y 上 的 一 个 精细 
mA 名 ,利用 连续 映射 f， 可 请 导出 空间 Y 上 的 一 个 渗透 微分 
代数 


FF TR), (25) 
HS ay AJ REF IiE LE, .,d,,r>2) ‚A 
E, = H(Y; f#(X;2)), (26) 


EPAX; EZE XERA RO ZEN LER AT ER 9 
Rm, fFX SEA ERO y 得 到 的 直接 橡 ， EHS 了 上 
RI— TR. 还 有 
GH f Net? BC lim E,, (27) 
BPH fae 3? SAS H(X; $13.3 Leray 的 唯一 性 
TH), ERA HEE TEN BSE. 
ic. Leray 当时 对 任意 两 个 整数 <m, HFEXHYLE 
一 个 渗透 微分 代数 
me FAT R) = ff TERN), (25°) 
此 处 只 介绍 其 中 取 :=0 Bm = 1 的 情形 . 
特别 ， 车 所 考虑 的 连续 上 映射 是 一 个 针 维 从 的 投 里 ， 即 设 E 
是 全 空间 ，B 是 底 空 间 ， r fF 一 B 是 投射 ,下 是 典 刑 纤维. 设 
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空间 EE 上 给 定 了 A REM 的 常 值 束 . 则 按 上 所 述 得 到 的 谱 序 列 
IE.,d,.r=2:,# 

E,=H'{B,!H*(F;M}}), (28) 
其 中 右 端 为 局 部 系数 的 上 同调 代数 ， 上 有 具体 生出 来 ， 对 于 每 一 对 
(p,q), 


EX = HP(B,IH®({F;M}!). (29) 
同时 {27) 式 就 是 
4H" (E;M)C lim E,, (30) 


APH CE; M) 带 有 相应 的 渗透 . 
一 旦 (28) 和 (29) 中 的 局 部 系数 是 常 系 数 ， 则 可 以 很 方便 地 进 
Tara. 许多 实际 应 用 场合 属于 这 种 情形 . 


$14.3 Serre 对 奇异 同调 建立 谱 序 列 


A. Borel FAH tie se [Bor 2] 中 ， 直 接 采 用 Leray 的 上 
同调 及 其 谱 序 列 应 用 于 紧 Lie 群 及 其 齐 性 空间 的 上 同调 ， 得 到 重 
要 成 果 ， 这 里 的 上 同调 是 紧 支 上 同调 . Serre 在 他 的 博士 论文 
[Ser 1] F MA Be H TF FMA eH. 因此 Serre ZRH 
奇异 同调 论 . 他 采用 方 体 奇 异同 调 , RSPR HAAS. MR 
后 他 注意 到 道路 空间 是 一 个 Serre 2 E th Be SS AF BE i (MU 
$11.5)， 于 是 他 模仿 Leray 的 做 法， 得 到 相应 的 谱 序 列 ， 同 调 
W], REHAS EFAA. 该 音 可 以 参考 [52]. 

设 和 是 一 个 单 连 通 的 空间 ， 吕 表 蕊 的 具有 紧 开 拓扑 的 道路 
空间 ， 即 上 = 1f:1 一 XX;f BR) RA, BEX WFR, IC Daa = 
Fer; FD) A, POLIEGC BL, p:a A X BA olf) = 
(F(0),F(1)). fan, p,A X Bi Serre 纤维 化 ,而 纤维 可 
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视 为 X CMHAB Slo, EP srCx ER. FE Cas A ÈS 
链 复 形 的 一 个 上 升 浴 透 ,使 其 同调 说 序列 1E, ,cr 过 2 满足 


E#=H,(AXB;H (0..)), (31) 
其 中 互 , (0, MRR ABR, NH, (QIK SRR, 
并 且 

Ex =H, (Das): (32) 


Serre IE EF HHR TBS i H A E a E A HERRE, FL 
中 有 : 如 果 n 是 偶数 ，xz，1:tS") 是 ZZ 和 一 个 有 限 群 的 直 和 ; 除 
ERES, HE a>a,n,„(S)E-THRF. Serre 的 这 项 成 
就 将 同 伦 群 的 计算 推进 了 一 太 步 ， 辐 时 也 实证 了 谱 友 列 是 一 项 强 
AA MMAR. 进而 由 [Ser2, 3, 4] 及 Tol; HA, FH 
通 有 限 复 形 的 同 伦 群 都 是 有 限 生 成 的 ， 并 且 是 可 实际 计算 的 . 


S 14.4 Æ Ë 


超度 (transgression) 这 个 重要 概念 的 一 个 特殊 情形 首先 是 
由 陈省身 在 1946 年 [Che 1: Th. 8] 中 引进 的 . FR, 1948 年 
G. Hirsch Æ .HirG] 中 ， 洒 于 一 个 局 部 平凡 纤维 从 (Er, 互 ， 
FP) ESM ST WCF; AM) 的 一 个 子 模 , AC BS MI — TER, U 
Bi à EA - tA. s = 0,1,---. BAS AY, Koszul 
[Kos] 在 研究 紧 Lie FR FESAN Ea, ANA E. 
Cartan 的 方法 ， 专 门 讨论 了 Lie 代数 和 Lie 代数 的 上 同调 群 ， 对 
Lie RX ER ÄR EX THE. 

Serre HA. Borel WHAHA) THE. Serre Æ [Ser 11 中， 对 
一 个 一 般 的 分 次 第 分 模 M4 的 谱 序 列 给 出 了 超度 的 定义 . 他 实际 
用 到 的 超度 慨 念 是 对 同调 定 艾 的， 此 时 取 同 调 请 序列 ， 对 应 的 溢 
fe CHA. A. Borel Æ [Bor 2] 中 ,广泛 运用 了 超度 以 得 芭 
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他 关于 Lie 群 的 分 类 空间 的 上 同调 . 他 在 该 文中 列 出 了 超度 的 四 
种 定义 . 其 中 第 四 种 定义 如 下 . 

BCE, BF) Ei ah PSHE Sl, E 是 连通 旦 局 部 连 
通 的 全 空间 ，B 是 局 部 连通 的 底 空 间 ， F EA Se ee. 
设 M 是 一 个 交换 的 4 RR, HHA 是 给 定 的 交换 环 . 则 按 Le- 
rayJHit, TETE— PIS AAI E, d , r22], H PY = H'(B;H° 
(F;M)) ,并 且 收 和 伍 于 ACE; M) {BRR HORM. EN (s 
222) 32 ESSAI TR, 内 在 9;,…,d, 作用 之 下 是 三 闭 链 的 那些 元 
素 所 组 成 ;而 ER ERA EVO RMS. CRA E 
iA PCF; MC ES PRAT TFM) At CB: 
MD ENTE ABS MAN, ,1( 即 Et Na 
TCB di}: TCF MI FIRE AT RE EN (trangressive) . 


$ 14.5 Massey HESE 


Sel AW. Massey 于 1952 4# #7 [Masl, 2], tho] 
正 合 偶 (exact couple) 概念 ; 一 对 寞 以 及 三 个 同 态 


Í 

A —— A 

A LE (33) 
C 


FA —TIESIE, DER imf = Kerg, Img = Kerk, IméA = Kerf, 
WIR <A, Cs f, g, h) R (A, C). 

设 (A, Ci f, g, A) 是 一 个 正 合 个. HS d=geh: C 
一 C， 则 显然 有 d?=0. H (C, d) 是 一 个 微分 模 . HO = 
HOCH AH, & A’ = Imf = Kerg. HI hAÇZÉC)) CA", 
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B(B(C))=0.M A BST AEk C =Z(C)/B(C)-AUÉ 
信 ff, A A RIEA LZ, SRFEREN MS g: 
AC, 使 图 表 A f AC 


A fe (34) 
C 


仍 构成 一 个 正 合 偶 ， 称 为 “A 。C》 的 导出 偶 . 

如 果 从 一 对 又 分 次 的 模 A, CHAKRAS, g, A 构成 的 
一 个 正 合 偶 出 发 ， 重 复 构 作 导出 正 合 偶 ， 人 恒 得 一 个 微分 模 序 列 
ICEY, df. AUER, 这 样 得 到 的 微分 模 序列 实际 上 是 一 个 
Wr |E, , d,}. 

Massey Ut, Leray RFI PLAY EE 6 I A E JE 
A. 尽管 有 这 点 涉足 ， 但 作为 Leray 谱 序 列 的 一 个 导 引 ， 还 是 很 
AHHARI. EMAG [Hu 2] 和 麻山 涛 的 讲义 TER], ER 
这 种 方式 陈述 的 ,读者 可 以 参考， 


814.6 Lie 群 的 同调 


Lie 群 同 凋 的 研究 是 1925 年 以 后 兴起 的 . 早期 主要 的 推动 者 
E H. Weyl ME. Cartan. E.Cartaın 的 一 个 定理 说 : 任意 连通 
Lie HF it 4 [a] BE TRER AN SEA TH it RET OR 
的 子 徐 的 拓扑 积 ， 从 而 Lie 群 的 同调 归结 为 紧 Lie 群 的 同调 . 对 
= Lie#f, E.Cartan HAT Poincaré 关于 积分 与 同调 相关 联 的 看 
法 ,这 个 观点 导 歼 de Rham © H p) Bap. E.Cartan 下 是 在 
[CE 2] 中 计算 了 紧 Lie 群 G ff de Rham 上 同调 五 "(G)， 即 实 系 
A) EAN, Mine AI 的 Berti . 他 还 证 明了 任意 紧 Lie # 
G 的 Euler-Poincaré SEHR X(G) 等 于 2 *， 这 个 方法 亦 可 应 用 于 
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HE Lie BP BY fa SE ET RRM ST TESS IAL, E.Carian Æ Ehresmann # 
就 一 些 特例 进行 过 研究 . 

到 了 1936 Æ, R. Brauer (Bra 2] FRSA EN FAN 4 AU a E 
A, B, C, DBIREHFT H°(G). Pontrjagin [Pt 7] 也 独立 
ERAMA R. 他 们 的 结果 验证 了 老 Cartan 早先 的 猜测 : 这 
RAFE G 的 实 同调 与 ! 个 奇数 维 的 球面 的 拓扑 积 


的 一 样 , 其 中 7 是 G 的 秩 ( 即 G 中 最 太 环 面 的 维 数 ). 五 个 例外 群 
Eg, E7, Eg, Fo, G 的 Betti 数 迟到 1949 年 才 由 严 志 达 [Y] 获 得 . 
Leray 在 1946 年 [Ler 6] 建立 谱 序 列 时 就 想到 用 于 典型 群 

(连通 的 半 单 紧 Lie À) G 关于 其 最 大 环 面 了 之 商 空间 所 成 的 纤 
维 从 ， 那 时 他 就 能 计算 实 系 数 上 同调 He“ (G/T; R). 在 1949 
年 [Ler 9] 中 ，Leray 推广 到 对 满足 TT 二 UCG 的 闭 连 通 子 群 避 
的 两 空间 G/U 的 实 系 数 上 同调 及 "(GAU; R) 的 计算 ， 运用 谱 
序列 ， 他 证 明了 G. Hirsch 的 一 个 猜想 如 下: G HU #9 Poincaré 
多 项 式 由 Hopt 定理 [Hop 10] EAHA 

P(G;t) = (1 4 lee] + ml, 

P{U sr) = (1 + 2777 + gt, 
其 中 my & m Re om, nm EE no Lo Em. Hirsch HH 


E {1 _ OMS ya fy _ rel) 
POG/U3t) = De m 


À. Borel 于 1952 年 的 学 位 论文 [Bor 2] 及 接 下 来 的 文章 
[Bor 3, 4, 5] [Bor-S 1, 2] [Bor-C) [Bor-H] 中 建立 了 全 面 的 
理论 ， 以 上 述 结 果 为 其 特 款 . 他 所 用 的 主要 工具 是 对 给 定 的 紧 
Lie 群 G， 对 充分 大 的 n, En HAREM (Po, Bo, G) 的 谱 
序列 中 运用 超度 ， 还 用 到 Steenrod ARR. FERRER LA NE) 
FAR Lie 群 而 言 ， 其 上 同调 环 H"G; Z) 可 完全 决定 . 
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第 十 五 章 上 同调 运算 


从 20 世纪 30 年代 初期 起 ， 不 同 的 动机 推动 人 们 想到 定义 上 
同调 .同调 与 上 同调 是 各 有 优 缺 点 的 ,在 不 同 的 问题 上 和 示 现 个 一 
样 ， 后 来 有 了 万 有 系数 定理 ， ANAK, 从 吉 法 群 的 角度 米 看 ， 
上 局 调 提 供 了 和 同调 相 辣 的 不 变量 . 我 们 不 应 消极 地 看 待 这 个 重 
要 结 论 ， 它 在 逻辑 上 保证 了 这 两 种 理论 的 等 效 性 ， 使 我 们 可 将 注 
意 力 放 在 根据 具体 问题 的 特性 来 运用 我 们 的 理论. 

差不多 在 上 同调 概念 产生 之 初 ， 人 们 就 想到 定义 上 间 调 类 之 
rs: LE. 两 个 空间 可 以 有 相同 的 ( 同 构 的 ) eae 
同调 群 ， 但 有 不 同 的 上 同调 乘法 运算 . 

20 世纪 40 年 代 的 深入 研究 ， 又 进一步 发 现 了 一 些 新 的 上 同 
调运 算 ， 如 Pontrjagin FA, Steenrod 平方 和 Steenrod 24) 44, R. 
EA tH BAB HE Re ER Th EE . 


§15.1 上 积 与 到 球面 的 映射 


到 1937 年 已 经 完全 解决 了 n 维 有 限 单纯 复 形 K 到 >” 维 球面 
S” 的 连续 映射 的 同 伦 分 类 问题 ,用 上 同调 的 语言 表达 ,号 是 
Hopf-Hurewicz-Whitney 定理 : 存在 一 个 自然 的 一 一 对 应 
[K:S"]—-H"(Kin,(S'))=HCK;:Z), (1) 
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MF Pp KoSt,[FJEIK SE SMACK, EX NF 
f'(s,), 其 中 s, EI" WEA EF PSS E $ 9.10). 

P7275 An + AREARE K Bin AIRIS" 的 连 
ZU St BY fé 4) RO. E- ESB Hopf 于 1930 年 得 到 
的 历史 性 结果 


mSS, (2) 
这 个 结果 后 来 被 Freudenthal 于 1937 年 [Freu 1] 发 展 ， 得 到 
Tre (( STL H n3, (3) 


Pontrjagin 34 TAR. AR PAR ERS HY K 的 维 数 
fen+1 Bf, 集合 [K, S] WHE. Pontrjagin1938 年 在 [Pt 
3] 中 宣布 了 一 个 解答 ， 后 来 发 现 ， 当 nn 空 3 时 它 是 错误 的 . 
1941 年 ，Pontrjagin 在 一 篇 长 交 [Pt 5] 中 详细 证 明了 n=2 时 
的 定理 ， 其 结果 简 述 如 下 . 

RK 是 一 个 3 维 有 限 单 纯 复 形 ， 设 两 个 连续 映射 F，g: K 
> SS 相互 同 伦 ， 则 它们 在 KK 的 2 维 骨 架 K 上 的 限制 是 同 伦 的 . 
从 而 由 Hopf-Hurewicz-Whitney 定理 ， 当 且 仅 当 f' s) = 
g (ss) RN ABW 六 g: 开 一 3 是 两 个 连续 映射 ,它们 满足 
F G25 ee’ (so) MENTE K: 上 的 限制 是 出 伦 的 , 则 e FT 
一 个 g ,使 得 8 |K;= 了 1K,. 于 是 可 定义 一 个 差别 类 D(f,g')E 
H°{K ;ma( 5%)).Pontrjagin EH, f SER CM m fig N 
伦 ) 的 充 要 条 件 是 ,存在 一 个 1 维 上 同调 类 e € H!(K:m(5?2)) = 
H'(K:Z), 4 

Df, ge )=2e,UF* (s3). | (4) 

其 这 个 定理 也 可 故 出 上 积 岂 所 起 的 作用 .但 这 个 定理 要 推广 
到 2 之 3 目前 还 有 国难， 因为 只 用 上 积 是 不 行 的 ， 需要 新 的 攻 
法 ， 轩 下面 讲 到 的 Steenrod 平方 运算 . 


178 


$15.2 Steenrod 平方 


Steenrod TE 1947 年 发 表 的 [Ste 5] P, 推广 了 关于 上 积 的 
Cech-Whitney EX (4-3 $ 5.6). 设 K B-TAIE BAER. 
在 K 中 一 个 (p+ ge) 维 单 形 二 可 被 分 解 为 只 有 一 个 公共 顶点 的 一 
个 户 维 单 形 = 和 一 个 4 维 单 形 = 所 张 而 成 . 设 u Wo SB EE p 维 
Hg N(R ARSC 中 的 Le EMM ER ue Uv BRA 
(uUo,t>=(u,0)Cu,7) XB Rie i MAJ. Steenrod 推广 
了 这 个 想法 , 设 上 是 一 个 (p+ 9 一 7 让 维 单 形 , 它 被 分 解 为 有 7+] 
个 公共 顶点 的 一 个 p 维 单 形 o 和 一 个 9 维 单 撒 所 张 而 成 .这 种 
4y RE Se AJh E. Steer rod 定义 pH Leu Fg HAL" AYE à 
#2 (cup iproduct) u U; u A 

(u,v, ©) =X+ (u, 6) m, T}, (5) 
RAS CMM MR, REA SRK EES. 当时 
关 有 效 地 进行 计算 ， 他 给 KK OSAR ARWSP. MARS 
明 最 后 所 得 上 同调 运算 与 全 序 之 选取 无 关 ， PHBA SARE. 
不 过 Steenrod 的 文章 写 得 很 好 ， 这 一 点 是 世界 知名 的 ， WEN 
读 它 会 感到 是 一 种 享受 ， 

其 中 的 困难 是 由 复杂 的 上 边 绿 公 式 引 起 的 ， 从 而 为 由 上 链 的 
上 i 积 定义 出 只 依赖 于 上 同调 类 的 运算 ,及 用 下 述 于 法 . i G 
和 如 是 两 个 阿 风 尔 群 。 并且 给 了 一 个 对 称 的 双 线 性 形式 

GXG>G, (6) 
lu, o> HM fv, r) EG, W (5) FAR (u, o) Ko, 
1) 为 按 (6) 之 双 织 性 形式 之 值 E G 从 而 最 后 对 所 有 的 整数 
m>i>0, HU„- EXT 

S9 H”"(K; G) >H” +K; GAG), (7) 
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这 就 是 所 谓 的 Steenrod 平方 运算 . 它 还 可 对 相对 上 同调 定义 
Sq':H°(K,L:G)=H"*{K,L;:G'/2G'), (8) 
RP LEK 的 一 个 子 复 形 . 

Steenrod 储 同 一 篇 文章 中 ， 应 用 平方 运算 将 $15.1 中 的 
Pontrjagin ER) Fl #23 JE. Steenrod 定理 说 ， 设 n=3, 
大 一 个 (n+1) 维 的 有 限 单纯 复 形 ,f/f,g KS" ESR © 
们 在 K 的 nn ERREK, 上 重合 , 则 可 定义 其 差别 类 Driilf,g)e 
EP" Kimi (ST). f Se 同 伦 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 (nn -1) 
维 上 同调 类 e EH 1(K ;r,tS")) 使 得 

DIF, g) = Sgert, (9) 
这 里 采用 7) 中 的 Sq? ,其 中 G= n, CS), G =n,,.,(5"), MR 
性 形式 (6) 满 足 条 件 : 若 a, 是 x,( SO PERIE, Bpa E x... (8°) 
中 生成 元 ,出 

nr: (10) 

有 上 时 我 们 取 G AG HA ZAZ, 此 时 称 Se! 为 Steenrod 24 {¢ 
平方 运算 .还 可 推广 到 拓扑 空间 偶 对 范畴 ， 此 时 采用 奇异 上 同 
A. 则 有 以 下 四 条 基本 性 质 . 

1) 对 每 个 空间 对 { 瑟 ,YY) 和 非 负 整数 对 (za ,i) 有 一 个 加 法 
FT 


Sg: H(X, Y)—H”"ti(X, Y). (11) 
(2) BR BF CX, YY) 一 (X',Y') 是 连续 映射 ,出 
Sg ef’ =f" «Sq. (12) 


(3) E aC H”(X, Y), Ml Sola =a,Se™a =-ala HAM : 
>m A Sga =0. 


(4) 有 恒等式 
Sgt Ca U 6) = Sa (a) U Sg (6). (13) 
最 后 这 个 重要 的 恒等式 等 价 于 下 一 个 等 式 
Sgf la x b) = X) Sgi la) x Soi(p). (14) 


it+ypas 
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这 两 个 恒等式 通常 称 为 Cartan 公式 ， 其 实 是 由 有 吴 文 俊 告 知 [Di 
11 H. Cartan, MHSA ARR CH 4]. 

以 上 四 条 性质 刻 划 了 Steenrod 约 化 平方 运算 ， 故 可 采用 作为 
公理 系统 而 使 之 公理 化 . 

所 有 模 2 约 化 的 Steenrod 平方 运算 可 如 和 可 要 而 成 为 一 个 代 
数 ， 称 为 Steenrod 模 2 代数. 在 这 个 代数 中 有 下 面 重 要 的 关系 ， 
也 是 出 吴 文 俊 猜 测 [Di 1] MARA J. Adem 证 明 的 
[Ade]. 

(5) Adem 公式 
了 一 下 一 ] 


SgiSqi = 
Tg A z — 2k. 


Suse, 0<:i<2j, 


(15) 
其 中 [72] 表 最 大 的 所 i172 的 整数 ， 而 二 项 系数 是 模 2 的 整数 . 
利用 这 个 公式 容易 证 明 此 代数 由 i 为 2 的 窒 的 Sg' 所 生成 . 
利用 上 同调 运算 代数 的 深入 的 性 压 ， 丑 国人 J. F. Adams 
于 1960 年 [Ad 1] 证 了 明了， 在 不 同 维 数 的 球面 中 ， 只 有 S, 
Sti, SaS 可 以 建立 H SM. 它们 分 别 可 作为 么 模 的 实 
a. SR, PIMA Cayley AIME MAMIE. RMS 
束 了 一 个 历史 悠久 的 代数 学 问题 . 


§ 15.3 Steenrod $ 4t Æ F 


Steenrod 在 1950 年 的 国际 数学 家 大 会 上 宣布 [Ste 7, 9], 

他 发 现 了 一 系 新 的 上 同调 运算 RABE, 这 些 是 平方 运算 
的 推广 ， 他 指出 新 想法 是 受到 Lefschetz 关于 上 积 的 定居 的 局 发 . 
Lefschetz 在 1942 年 的 书 [Le 12] P, FIFRA" (XxX; A) 中 
HR (cross-product} a X 6, 24% FA aT 8: XX x X HE | 
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FUA* (CX; A) MEXLEH alb. Steenrod MBF Xx X Æ 
重新 定义 平方 运算 ,并 将 其 推广 到 p ERREX xX 的 情形 ， 
其 中 运用 了 P. Smith-M. Richardson [Ri-S] 的 技术 .， 

后 来 Steenrod EE MA MA HIRES [Ste-E] p, 
采用 了 公理 化 的 办 法 来 定 尽 平方 运算 和 乘 寡 运算 ， 并 证 明了 存在 
性 和 唯一 性 ， Steenrod SMM HN F. 

平方 运算 的 公理 系统 ”系数 群 取 为 ZZ. 

(1) 对 任意 两 个 整数 120 和 关 六 0， 及 任意 空间 对 CX, 
态 )， 有 一 加 法 同 态 ， 称 为 增 i EH (square upper i) 

Sq :HH (X,A*H i(X,A), 
使 得 者 F:(X,A)>(Y,BIEE,M 
Sof" = f'ese. 

(2) Sg? = 1. 

(3) 者 xEH(X, A), Wi Sere = 27. 

(4) Fin, M Sei =0. 

(5) Cartan 公法 

Saf lzy) = 2, Sqr * Sa hy. 
(6) Sq! 是 系数 群 的 短 正 合 序列 
OO 4/240 L 4L P00 
的 Bockstein 同 态 2. | 

(7) Adem 关系 式 #0<a<2: W 

&—;-1 


| Isar Se, 
a — 2} 


Sg Sg? = Dio 
其 中 二 项 系数 取 模 2. 
所 有 平方 运算 所 成 的 代数 记 作 之 【21. 
ARRIBA MAE RR 设 p B—-+ARRHYRIES 
序列 
OZ PEL p IL pz—0 
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的 Bockstein MIAH 8, M @ A BAER g -0 FH 
Atay) = Bla lyt+C—-1) rely), 
其 中 g=dimr. PR RRR A Z/pZ. 
(1) 对 性 意 两 整数 i 这 0 和 g>0, KERZE (X, A), 
À — 725 TA) AS BRA SALE (reduced power) 
P:Ht(X,A)-Het%tr-D(Xx, A), 
使 得 着 f:(X,A)>(Y, DER, M 
Pio f" = ft Pt 
(2) PP=1. 
(3) À dim x =2%, Mj Pix= x. 
(4) Æ 2k >dim x, M] Pr =0. 
(5) Cartan 公式 | 


Py) = X Pire P is. 
(6) Adem 关系 式 #e<pb, W 


pepe = eae De 人 1 一 em 
| a pt 
Hass, NM 
Pg Den? a ep 
ma [te- tip. _ a+r l Cp — Lib 一 2 1 to tgp! 
t t=Û (D | a — pt — 1 jr RP 


KR -F 24 (he EA FRE, eee ey Bese [SerE]. 


$15.4 Pontrjagin RF 


Pontrjagin 在 1942 年 的 一 篇 文章 [Pt6] PEM TM RCH 
zz 的 上 同调 类 到 系数 为 22" ZN ER MEN — À EA 
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W: HPÛK:Z2/2 D HM" (K:z/2 CZ). 
它 被 称 为 Pontrjagin 平方 .后 来 于 1956 Æ, Steenrod [Ste 12] 
及 1957 Æ E. Thomas [Ths] W T i FE. MERE p, "N 
定义 一 个 上 同调 运算 
BP, H(K; Z/P Z) ~HY CK; Zp'!Z). 

有 以 下 性 质 : 

(1) By: ZAp LSL p A E ARRS, 7. 是 对 应 的 上 同 

MRS, M 
pe OB x)= x. 

(2) Ho: ZPAL p Z 是 自然 单 射 ，p ,是 对 应 的 上 同 

调 同 态 ， 则 


P, ix + y) = Bor + Boy + SLT?) jee ca UN). 


(3) Pira) = Br UPa- | | 
(4) Gp 是 奇数 且 dim xz 也 是 奇数 ， 则 P = 0. 


184 


第 十 六 草  Eilenberg-MacLane 
28 [A] Al Postnikov 塔 


从 1941 年 开始 ， 信 们 研究 同 伦 群 与 同调 群 之 间 的 更 精细 的 
关系 .第 一 个 重要 结果 是 ，Hopt 发 现 H, CK) ham (CK) BSS 

Sn23h,. KEE RWUMER. HM2<LI< x —- 1 时 ， 
zi(K)=0, 则 对 所 有 r<n, HK) mn (KEB THEM 
作 所 完全 确定 ， 这 里 用 到 了 和 群 的 同调 群 ， 这 是 Hopf 和 Eilenberg- 
MacLane 独立 得 到 的 . 

Eilenberg MacLane TE XE MBF x 的 同调 群 时 ， 用 到 K(x,1)， 
对 一 般 的 n >O, ERWE SEK (n,n), P84 Eilenberg-MacLane 
=lA. 

TIA, MT 50 年 代 初 ,苏联 青年 数学 家 M. M. Postnikov 
将 结果 推进 了 一 大 步 ， 对 于 空间 蕊 ， 他 找到 一 个 纤维 化 的 序列 ， 
使 第 mn T Eie A Ba ORY 4 HE Eilenberg-MacLane 空 ja] 
Kirn,(X),a). 他 自己 称 这 个 序列 为 自然 系列 ， 而 今 通常 称 之 为 
Postnikov 塔 . 

Postnikov 塔 及 其 不 变量 已 被 证 明 在 代数 拓扑 学 的 许多 方面 
很 有 有 用处， 特别 是 对 于 阻碍 论 的 推广 . 
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816.1 二 维 同 调和 群 


Hopf 1941 年 在 [Hop 12] 中 的 重要 结果 如 下 . KK 是 一 个 
道路 连通 局 部 有 限 的 单纯 复 形 . 一般 说 来 ，Hurewicz SEI 
hy fr 下) 不 是 整个 HK) ,此 处 系数 群 为 整数 群 .而 Hopf RA 
商 群 

H;(K)/h:{m(K)) (1) 
RAR RF REAR mn CK), ANA TARIF HT HK 
TAI. 这 个 代数 构 作 对 任意 群 台 可以 施行 . 此 构 作 基于 将 G 
表示 为 生成 元 和 关系 ， 这 人 就 是 说 ，G= F/R， 其 中 下 是 -~ 个 目 
由 群 且 尺 SBP 的 一 个 正规 子 群 ，Hopf RS 

Gi =(RNLF,FI)J/IF,R], (2) 
其 中 LF, 下 ] 为 下 的 换 位 子 子 群 ,' 下 ,RR 十 由 让 中 元 素 与 RR 中 元 
束 的 换 位 子 所 生成 的 子 群 .他 证 明 , 首 先 , 群 GF 只 依赖 于 G 而 与 
特别 的 表达 下 /AR 无 甘 ; 其 次 ,对 于 G=-n(K)FE- TARN, 
将 群 (1) 映 成 GY , 即 

H,(K)/ho(m(K))ZG/. (3) 
这 是 一 个 出 人 意料 的 结果 ， 尤 其 是 ， 导 致 了 代数 构 作 (2). 

Hopf 还 注意 到 ， 对 于 = 六 3， 类 似 的 结果 并 不 存在 . AA. 
和 容易 构 作 n 维 单 纯 复 形 玉 ， 具 有 任意 基本 群 ff 到) 和 任意 53 
维 同调 群 H, CK) .而 当 (KETTE p 的 自由 交换 群 时 ,由 
ERA Hopf 定理 可 知 ,二 维 Betti MME SS p(p-1)7. 
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§ 16.2 非 球面 空间 与 群 的 同调 


韭 球面 空间 概念 是 Hurewricz 于 1936 £K [Hur 41. & 
la] X 称 为 非 球 面 的 (aspherical) ， 如 果 它 是 道路 连通 的 ， 并 且 对 
所 有 gg? Ar,(X)=0. Hurewicz bE FA? — TER ES fal A F1 FE 
型 完全 被 其 基本 群 x 所 决定 . 特别 ， X 的 同调 群 只 依赖 于 x. 从 
而 有 理由 认为 这 些 同调 群 是 的 同调 群 ， 记 人 必 Hon. HP Hor 
SZ, Ayw=ny, ta Aw’ In, x]. Hy n2, MERKE 
Fim 很 不 简单 .其 中 的 Hon, MH § 16.1 中 的 Hopf 定理 可 知 

Hr =RNMIF,FI/R,F]. (4) 
当然 ， 也 可 以 定义 x 的 给 定 系 数 群 的 同调 群 和 上 同调 群 . 

这 个 课题 后 来 由 B. Eckman, Eilenberg-MacLane, Freuden- 
thal Al Hopf 自己 继续 发 展 ， 而 在 20 世纪 40 年 代 中 期 ， 给 出 了 
群 的 同调 与 上 同调 的 纯 代 数 的 定义 其 低 维 的 上 同调 HT, H? 
FREIEN, A EMS I. Schur [Schur], O. Sehreir Sch 1] 
RR. Brauer [Bra i] 等 人 的 工作 . 关于 这 方面 ， 读 者 可 参考 
[Bro]. 


$16.3 Eilenberg - MacLane 空间 


Eilenberg Al Mac Lane 于 1945 年 [Fi-M 5] 推广 了 非 球 面 空 

间 概 念 ， 设 空间 X 是 道路 连通 的 ， 并 且 对 于 gAn, Ax (X)= 

On, X) FMF x, WR X AH, RH 
(x, 2) M Eilenberg-MacLane 空间 , 若 限 于 CW 复 形 范畴 , 则 对 
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于 任意 n1 和 任意 群 x{ 当 n22 时 要 求 x BRE) ,存在 一 
个 连通 的 CW 复 形 , 它 是 一 个 (x,n) 型 的 Eilenberg-MacLane 2 
ia) ,而 且 两 个 这 种 CW 腥 形 具有 相同 的 弱 同 伦 型 . 通 闻 , 记 一 个 
(n,a WE CW HEN K(r,n). 
给 定 系 数 群 G, 则 Kin, n) hI EAM LANGE 
H, nni G), H" Cnn; G}. (5) 
当 G=Z 时 , 则 记 作 A, (nn) H’la,n), 
车 站 是 一 个 (n - 1 ESI cen, X HR niq, 
a,(X)=0, W] 
H(X)ZH,;(an,n),i<g, (6) 
H,(X)/h,ny( XH, (x, 2), 
HH A, A Hurewicz BA. MA H X: ORAE nn Sn (XIE 
一 个 上 同调 类 
kTrieEH®''in;n,) (7) 
所 决定 ， 这 个 eet ey X AY Eilenberg-MacLane 不 变量 . 
Eilenberg-MacLane 空间 的 重要 性 质 之 一 ， 是 对 任意 区 换 群 x 
和 任意 CW 复 形 了 ， 存 在 一 个 自然 的 双 射 
[Y,K(z,n)/>H’(Yım). (8) 
这 个 双 射 实际 是 [LF]r* FC) HP € Homir, x) = AK Cr, 
n); 7) EE SAS. 


$16.4 Postnikov # 


EXR-TEEN CW ZE. FIN ER » MS, X x 
简单 ， 即 中 【和 ) 是 阿 贝尔 群 , 并 且 , 它 在 高 维 同 伦 群 Rn, (X) EM 
作用 都 是 平凡 的 .Postnikov 1951 年 的 构 作 如 下 LPos 1-5]. 

4-FA J. H. C. Whitehead 的 方法 ， 来 对 任意 nO, ME 

188 


(n+ 1) SER REBT X E, 构 作 一 个 相对 CW 复 形 (Z, X), 
使 得 

(a) 1,417) =O; 

(b Ei: X Z ERBERI, 则 对 lemme, is: 
tm (Kon. DE-TAN ME ZARA X 的 第 +1l 
HE el (aE. HER, DER gs.:S" ”一 总 的 同 伦 类 [gj 生成 
xaX), AL g, RIRE CR DER er. AA me on + 
1,2,.(Z, X) = 二 0, 由 辣 伦 群 正 合 序列 项 , 当 太志 Bi, AR, 
X m = n +1 hii. DR. 而 按 作 法 , g, Mer, KA 
ie ([g,1)=0, 从 而 x ,sy1(2Z)= 人 0. 

重复 这 个 敌 法 便 得 到 一 个 上 升序 列 

i=-2,C2 ll". ", (9) 
满足 muse Ze) =O, Rt min +h, An, (4, ENR Zu. 1). Alta 
定义 Y"= UZ, RAH Th (Whitehead 拓扑 ), 即 Y” iz, SM 
EHR, EWE | 

(i) a CY*)=0# g>n: 

(i) # j BX — 2 一 的 复合 映射 , 则 对 于 1<g<n, 
jx it X) x CY" EBH; 

GD 【Y" ,XXX) 是 一 个 无 过 = 维 胞 腔 的 相对 CW IE. 

其 人 次， 我 们 可 以 利用 阻碍 理论 ， 对 每 个 nl, ERE 
Bt fo: Por, FRE 


Fn 
yr — y" 1 


jaN Z in-i (10) 
X 
变换 ， 且 所 有 这 种 映射 相对 于 六 -1(X) 是 同 伦 的 . 先 由 于 G(X) 
Aj, (SAAR REM Y" 的 n+1 BABAR LS 
RE. BRR EE A Efa, WAR 
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Hy, CX) gx, CTTI). 
但 因 当 geen Aix, Y° )=0, 故 阻碍 为 0. 因 此 可 延 拓 到 g + 1 
RE. AXE eC "7, CX) sa, CY" =D, 可 证 任 
意 两 个 这 种 延 拓 相对 于 六 5(X) 是 同 伦 的 .从 而 对 空间 X ,我 们 已 构 
作出 一 序列 确定 到 同 伦 的 映射 


>» Y" À" yn- læ.. > Vl 一 -一 ye 


SR (11) 


HERTE X 的 同 众 分 解 (homotopy resolution) 或 Postnikov HE ( Post- ` 
nikov tower). 

对 于 每 个 xn， 可 以 定义 一 个 良 定 的 上 同调 类 ， 它 是 Eilen- 
berg-MacLane Æ FE FHE, BRA KX Won + 2 EM) Postnikov 4 
TE: 

R tAE HtA, Y inaa CX), (12) 
ERSE CY", X), MER es (X RATÉ 如 TE 
We, Bea 让 41! 便 确定 到 同 伦 等 价 . 这 是 Postnikov 在 [Pos 5] 


中 仔细 证 明了 的 结论 . 
ii T ZR I， 一 个 CQCW 复 形 Y， 和 一 个 上 同调 类 
ROH" YG), (13) 


有 一 个 通用 鸭 训 大 (amplification) 过 程 , 汶 这 些 数据 给 出 一 个 关于 
Y a eS EEC Wig, Y), U FSK, n FDA. 
WE E , Eilenberg-MacLane 空间 的 基本 性 质 {8) 为 下 配置 了 一 
连续 映射 

h:Y>=KillL,nr+t2), . (14) 
ACA ESE SER ERY. H P,K(HO,n +2) 表 空间 K, n +2) PA 
Lo 为 起 氮 的 章 路 所 组 成 的 空间 ,{(P- K (IL, n +2),p,K(Il,n + 
2)) 是 一 个 纤维 化 ,其 中 投射 p 为 将 道路 a€ P, K (IL, n+2) 映 成 
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a(l), HE F= p {ro = RCK a+2), zÆ k ay 为 起 成 的 
PEER 2s fe] , h éF EEES ll fe FEIE S FAI a H, F 是 一 个 Eilenberg- 
MacLane 空间 K(II,n + 1). 所 请 上 WHA, ET LA KI, n + 
2) 为 底 空 间 的 上 述 纤 维 化 用 六 HA W, g Y, F) ECRL, Y 
和 大 确定 到 IS. IST SEM EI A TECH IF el ay RT iA 
n+tl,r +2, 
qaim; (W) en LY) (15) 
Fe [al Fa, HF AHERFFI 
On, 42 Wn, 12. YY 1 

y+) (Wn, l Y) >O. (16) 
KA, TEREI f: ZY, QE he f fé FT ÉRRNT, 
则 地 可 以 被 担 升 为 gg: ZW, Œ f=g*g. ABBR KEM, A 
of ALARA Au: ZP, K{U,nt2), ER pou Shef KA 
W=eily,z)EYxP,K{O,n+2):h{y)=plx)l, Reg: Z>W 
Hu M,R g(z)=(fler),a(2)), WA f=erg. 

回 到 空间 X 的 Postnikov 不 变量 P REAR Cw, 
garie YY, PUD, AP PTE Ke CX) +1), 并 取 太 :1: 
PONT WW he fpr: Yo Ye K (ay (X), ad+2) 同 伦 于 
— TEAM ZEIT LH RE BE YU Kin, (X, 
+2) 的 同 伦 性 质 而 得 到 .因此 ,由 工 一 段 知 , 广 :1 可 提升 为 g, +41: 
PT WP ER fari = que ° Broi- HT mu CY") = mo 
(Y’)=0,M 1) An, W771) =0 Rw CW DSN x, 
(X)=r,r1 CY"). 连同 (15) 知 g, 41 是 一 个 弱 同 伦 等 价 ， 因 此 
fo + HY", Der. CX) kt i eB AHA REN, 在 
CW ER ARE hlte Eh. 
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第 十 七 章 ” 协 边 理论 


20 #50 年代， 代数 拓扑 学 和 微分 拓扑 学 的 辉 烛 成 融 之 
一 ， 是 协 边 理论 的 重大 突破 ， 

这 要 回潮 到 Poincaré 最 初 在 1895 AEE Analysis Situs 
中 打算 定 关 的 “同调 ”概念 (258210). H— TAXE p À 
流 形 W 中 的 一 个 gg 一 1 HE AC LF UI , Wee A W 的 一 个 9 准 
子 流 形 的 边 绿 时 ， 则 将 被 忽 栈 .这 个 做 法 的 不 成功 促使 Poincaré 
建立 单纯 同调 . xP MTR RRA. TOPE 1946 年 普 林 斯 
顿 大 学 二 百年 庆祝 会 上 上， 被 Steenrod 作为 未 解决 的 问题 重担 为 
[Ei7] 中 的 问题 25 Al 26. 

问题 25. 对 在 一 个 单纯 复 形 K 中 一 个 n & (BA AM 
类 z, CH, 【区 )， 是 否 存 在 一 个 有 癌 流 形 MM Tikälif: Mo 
K, kHz, Æ H, (AM) 的 生成 元 的 像 ? 

问题 26. 一 个 可 定向 的 n 维 流 形 是 一 个 tn + 1) 维 流 形 的 正 
则 边缘 的 充分 必要 的 代数 条 件 是 什么 ? 

事实 上 ，Pontriagin FRUNBSSIET FREIEN. 
ES, EAER V. A. Rohlin 得 到 了 协 边 理 诠 非 平 几 的 两 个 
重要 结果 : 0,-0M NSZ. 

重要 的 突破 是 Thom 于 1953 年 得 到 的 . 他 发 明了 被 称 为 
Thom 空间 的 新 构 作 ， 并 巧妙 地 运用 了 当时 代数 拓扑 学 中 积攒 的 
武器 ， 基 本 上 决定 了 无 向 协 边 类 环 HN, 和 有 问 协 边 类 环 与 有 理 数 
域 的 张 量 积 0,000. 
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后 来 ，Thom 的 结果 被 完善 ， 并 被 推广 到 其 他 情形 . 


$17.1 Pontrjagin ÉJ $R Æ Hih 


从 1938 Ẹ 38 1950 年 ，Pontrjagin W A SJE SBR H AJ EE BER 

射 的 同 伦 分 类 及 同 伦 群 的 计算 . 他 在 计算 taa S"), R1 时 , 引 
用 了 一 个 新 方法 ,附加 了 标 架 结构 的 协 边 概念 , 即 标 架 流 形 和 科 标 染 
协 边 . 设 Me 是 R"'* 中 的 一 个 光滑 流 形 , 它 的 法 从 是 平 几 从 , 则 在 
在 Mr En AOCHER u: MR", =1,2,,n,E RW TE 
Ree MMA ,p(r)=iuitx),-",u, r) HR M ER: 
的 法 空间 N, 中 的 一 个 单位 正 交 标 架 . 则 CM? ,pp) 称 为 一 个 标 架 流 
形 .R"** 中 两 个 标 架 流 形 (M%, po) ACMI. oD PRATER" Pe 
标 架 协 边 的 ,车 存在 光滑 (+1) 维 流 形 XOR RX EN 
标 架 风 , 使 得 

ax = XN(R"'*x (0) UR"** 1 得 

= Má xio UMI Xil}, 

HXEXPH-TRFRTRMX[O, eU Mix- e,1]. fee 

pix, t) = polr), 0), H(x,1)E MEX (0,6), 

plr, t) = pix); 1), Hlr,z)EMix(1-e,l]. 

Pontrjagin EH FE FE BEAR ST f: Stt sr ff, 7 fF Ew 
A). 由 Sard 定理 ， 光 滑 上 映射 的 非 正 则 值 的 集合 在 靶 流 形 中 的 测 
FRE, RE S 中 存在 点 z<， BP HEM. Ais oe) 
s"+* 中 ,进而 可 看 成 RT Ae 维 光 滑 子 流 形 , 并 具有 平凡 的 法 
从 .因而 得 到 一 个 标 架 流 形 .反之 , 若 给 了 R"*“ 中 一 -个 标 架 & ER 
EM ,其 管状 邻 域 N KIA ER TEH M xR. ic kot RA 
h ,并 记 向 第 二 因子 的 投射 MI XR SRA q. BARBRA geh: 
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N 一 R" 延 拓 到 的 边缘 和 其 外 以 及 无 穷 远 点 使 其 像 为 无 穷 远 点 ， 
Hig Sl SERRES f: SPSS EE N LER POE 
St. Pontrjagin 证 明 ,两 个 光滑 上 映射 7: SOS 是 同 伦 的 , 当 
HRK fo 入 的 公共 正则 值 z ,1(z} 和 1(z) 作 为 标 架 流 
JETE R” +*+ p EER R HNA HS. 

这 使 得 Pontriagin 能 够 通过 计算 R"'* 中 的 维 标 架 协 边 类 ， 
来 计算 同 伦 群 npa SA rpa S")[Pt 5,10]. 接 着 于 1951 年 ， 
Rohlin HEHRT x,.3(S")[Ro2,4,11]. 

我 们 并 没有 看 到 用 这 个 杰 法 去 计算 当 上 让 守 4 时 的 m4 CS, 
因为 当空 4 时 ， 标 架 协 过 类 的 计算 太 复 杂 ， 而 此 时 1952 Æ), 
利用 谱 序 列 已 使 同 伦 群 的 计算 获得 重大 突破 .接着 出 现 的 是 反 过 
来 ， 将 协 边 的 计算 转化 成 某 个 特定 空间 的 同 伦 群 ， 这 就 是 Thom 
1953 EHEM. 这 个 方法 论 的 转变 对 我 们 有 很 大 的 教 益 . 

PFE AT LATA SE, BG BER Poincaré 及 其 先行 者 ， 而 
Pontrjagin 关于 标 架 协 边 的 工作 则 是 整个 协 边 理论 的 开端 . 


$17.2 WOMEN Rohlin 的 结果 


Rohlin E EALAH Pontrjagin GF 4 = 3 PTFE Sr, AE 
Rea “AEG” BP. Si, KB PHS 
称 ，, 它 符合 同调 论 的 银 造 者 的 原意 .但 协 边 一 词 已 被 普遍 接受 ， 
我 们 仍 采 用 协 边 . 

珊 个 光滑 的 闭 n 维 流 形 My 和 M ALAN, HET 
同一 个 无 向 协 边 类 ， 如 果 它 们 的 不 交 并 MY | | M 微分 同 胚 于 一 
个 光滑 的 紧 (n + 1) 维 流 形 Ww" a owe |. 所 有 光滑 的 闭 
n 维 流 形 的 无 向 协 边 类 组 成 的 集合 记 作 加,， 按 流 形 的 不 交 并 为 
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HERE FIZ, WN, RA-TMER. EN. = Dn» 
HAS eHER. BRIAR MTX M3 产生 乘积 运算 MN, * 
NR. ME RN, 成 为 一 个 分 次 交换 环 ， 它 实际 上 是 一 个 Z/ 
22 上 的 代数 ， 

师 个 光滑 的 闭 有 向 n 维 流 形 MY 和 M3 称 为 定向 协 边 的 ， 或 
属于 同一 个 有 向 协 边 类 ， 如 果 不 交 并 Mi C— M3) 保 向 微分 同上 及 
于 一 个 光滑 的 紧 的 有 向 的 (n +1) 维 流 形 i A PSS HI A) 
Wie 3W"+*!， 所 有 光滑 的 闭 有 向 n 维 流 形 的 有 向 协 边 类 组 成 的 
集合 记 作 只 ， 流 形 的 不 交 并 产生 2, 中 加 法 ， 使 成 一 个 加 法 群 ， 
wo, =O, 它 是 一 个 分 次 加 法 群 。 给 乘积 MT x M5 BA Li SE 
HBERTFERMEEH Qn X Qa Amtn MO 82% — TT 
RÉF. 

维 数 极 低 的 结果 是 平 几 的 : HZ, oz, W =0, 2,= 
0, R=ZRZ, 2,=0. 

第 一 个 不 平凡 的 结果 由 Rohlin 1951 年 在 [Ro 3] 中 给 出 ， 
即 2 一 0， 随后 在 第 二 年 ， 他 在 [Ro 4] 中 给 出 一 个 更 为 不 平凡 
Hae R = 立 ， 更 确切 地 说 ， 他 的 定理 是 : 一 个 光滑 的 闭 有 向 4 
维 流 形 M 是 一 个 光滑 的 紧 有 向 5 维 流 形 的 边缘 的 充 要 条 件 是 ， 
Mi KEZ o (M+) 一 0. 这 里 号 差 (signature) 系 措 以 有 理 数 日 为 
系数 的 2 维 同调 群 H MtO) (实际 是 域 QQ 上 的 有 限 维 同 量 空 
间 } 上 的 相交 二 次 ( 双 线 性 ) 形 式 BR, (MO) X AM Q 的 
号 差 ,或 对 偶 地 ,2 维 上 同调 群 HMO 上 向 量 空间 ) 中 由 上 
积 定 义 的 二 次 ( 双 线 性 ) 形 式 H7 (M4iQ) x HMS: O0) QE 
差 . 注意 ,号 差 是 一 个 整数 ,而 是 s(CP?)=1,s{CP?)=-1. 

Rohlin 当时 内 为 这 个 定理 写 下 了 证 明 的 大 致 步 又 和 概要 . 30 
洛 年 以 后 ， 有 人 为 它 补 土 了 详细 的 证 明 ， 不 用 后 来 的 方法 ， 只 用 
当时 的 工具 ， 如 P.Melvin 的 [Me]. 

Rohlin 还 在 同一 篇 文章 里 ,又 只 用 了 几 行 写 下 了 另 一 个 关于 4 

195 


维 流 形 的 著名 定理 , 称 为 Rohlin 号 差 定理 .请 读者 参见 第 十 八 章 ， 


S17.3 协 边 的 不 变性 


时 在 1947 年 ，Pontrjagin [Pt 9] 4879 B) T HF Stiefel- 
Whitney 数 的 定理 : 车 光滑 闭 n 维 流 形 M” 是 光滑 紧 (n + DEN, 
形 W*+i 之 边 绿 , 则 M7 的 所 有 Stiefel-Whitney 数 均 为 零 . 从 而 
Stiefel-Whitney 数 是 团 流 形 的 无 问 协 边 类 的 不 变量 .他 还 得 到 关 
于 Pontriagin MAJ: JC À I 4k 维 流 形 MM* 是 光滑 有 向 
Rk + VERE W 的 边缘 , 则 AM 天 的 所 有 Pontriagin BIAS. 
从 而 Pontrjagin 数 是 后 流 形 的 有 向 协 边 奖 的 不 变量 ,这 两 个 结果 
在 Thom 的 工作 [Th 2,3] 中 两 次 被 引用 

Thom Æ [Th 3] FP, WASA RGAE. 若 光 滑 闭 有 
向 4& 流 形 M 与 M AAH, MA MOA RCM GZ) EE 
EREXO ERRES EWF: os (M)=c(M) BIS EEA I 
协 边 类 的 不 变量 . 这 推广 了 Roblin Æ À 4 A HHI MAR 
(2 W $ 17.2). 


$ 17.4 Thom #RH E 


EX, YEMTAÉMAREHEH ff: X 一 了 是 一 个 光滑 映射 . 
Rie ZEY 中 的 子 流 形 ,， 一 个 使 人 很 感 兴 趣 的 问题 是 ， 在 什么 
条 件 下 AZE X 的 子 流 形 . 它 的 一 个 特例 我 们 已 经 谈 及 的 
是 ， 当 ZZ 是 一 个 单 点 zl(Y 的 0 维 子 流 形 ) WW, Ae 是 的 正则 


H, M fF ' Cc) dE X 的 子 流 形 , 这 是 $17.1 中 Pontrjagin Mt 
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事实 .Thom 将 正则 性 推广 到 Z 是 了 的 子 流 形 的 情形 如 下 .对 于 六 
ef Z) ,我 们 称 FF ER x RF ZG 
ATX + Teo Za TH Ye (1) 

f 称 为 与 Z BR RETA x © f (DIR. 

如 果 f SZ MRM DE X HATA ,其 余 维 等 于 Z 
在 Y 中 之 余 维 ,并 且 f-:(2Z) 在 多 中 的 法 从 是 Z 在 Y PEAR OF 
之 拉 回 .这 往往 是 我 们 想 训 的 结论 ， AE HR PA CE FE UE E. 

PEM, (BOHRA f, AE THE FMEFRE- TIER 
mate, ZA? 其 管 案 就 是 下 面 重要 的 

Thom athe if: x Y 是 光滑 映射 ，Z 是 Y M 
洪 子 流 形 ，4 是 Y 中 定义 拓扑 的 度量 . 则 对 于 任意 。 字 0， AE FF. 
RE gf:X 一 了 ,使 得 对 任意 点 co XA dfl) gta) S 
ce 并 且 ¢ HERZ. MERA BX PRR SUT MAR TCA 
245 ZR, WR g|A=flA. 

Thom 在 1954 年 的 [Th3] 中 提出 了 以 上 概念 和 定理 以 及 
FUE. 现今 已 写 入 所 有 的 微分 拓扑 学 的 教科 书 中 ， 如 【Gu-P] 
或 [HirM 3]. 


817.5 Thom 空间 


Thom 在 1954 年 的 [Th 3] 中 的 主要 任务 ,是 回答 本 但 前 
言 中 介绍 的 Steenrod 提出 的 两 个 问题 .Thom 的 重要 页 献 在 于 引 
sk AA ¢ 的 Thom SMT (6), 将 苏 边 问题 转化 为 万 有 从 的 
Thom 空间 的 同 伦 群 ;然后 再 利用 代数 拓扑 学 计算 同 伦 群 来 求 得 
具体 解答 ， 有 理由 认为 ，Them 空间 的 引进 是 神 来 之 笔 ， 以 至 有 
大 说 ，、 例 如 [HirM 3; 172 页 ]， 这 是 一 个 deus ex machina {Fi 
丁 文 ， 意外 解困 之 神 ). 
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WR E=(E, p. BR) Æ — AERA, FE & 上 已 有 一 -个 黎 
曼 度 量 . 即 对 每 点 5€ 8B, 对 应 的 纤维 F, = f-1(5) 上 有 一 个 内 积 ， 
而 成 为 欧 氏 空间 ; 且 内 积 连 续 依 赖 于 点 5. 设 ACE 是 所 有 满足 
vl21 的 向 量 o 所 组 成 的 子 集 .将 4 塌 缩 成 一 点 而 得 到 的 商 空 
BTE /A , 记 作 了 (#8), 并 称 为 向 量 从 & 的 Thom 空间 ,Thom 主要 将 
ARN AAA A 六 和 万 有 从 7y* 的 Thom 空间 TOOM 
Tr). SM, Thom 的 记号 分 别 是 MSO(k)M MO(E) ,它们 分 别 
对 应 于 群 SO Ce) AM OCR) ES M] BSOA BO). SEE 
NR TOM 工 (y*) 为 万 有 Thom 空间 . 


$17.6 映射 的 同 伦 与 流 形 的 协 边 


wf: S” T (PEERI, Ep & 是 一 个 光滑 的 实 向 明 
WA, ESE, p. B, Rè), RES BPE ic TA) RH 
TEASER CH o M TE) \ lE POE RE NE B 
FEMS 中 的 零 截 面 等 置 , 则 可 认为 8B 是 T(E) I. Fr 
ME. 由 Thom 横 截 性 定理 ,Ff 同 伦 于 一 个 映射 g:S" 一 丁 {&g1 使 得 
ge Æg TOEN (tol) ERKENNT HBAS B.e BE Sm 
中 闭 (m 一) 维 光 滑 维 子 流 形 . 假 设 是 有 向 的 , 则 g-1(B)} 有 -— 
TATER. E g "(BB) 的 无 向 押 边 类 或 有 向 协 边 类 只 与 & 的 
RER,’ 的 同 伦 类 有 关 . 这 就 是 说 ,由 此 得 到 一 个 从 同 伦 群 
ff TCE), to) BN, -,-RO, BAR. 

RBA s 为 万 有 然 产 或 天 ， 则 得 到 主要 定理 . 

Thom 定理 &k>n+1, MAHAA Thom 空间 的 同 伦 群 
Knee TON to) 典 则 地 同 构 于 有 向 协 边 群 ©, ,而 无 向 万 有 Thom 
空间 的 同 伦 群 raaa CTCE), to) RAS FA LE R. 
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817.7 BR, ARE 


在 [Th 3] H, Thom WAHT Ne. 他 利用 当时 刚 建 立 
的 Eilenberg-MacLane 空间 的 理论 证 明 ， 当 维 数 2k 时 ， 了 开关) 
与 Eilenberg-MacLane ZERKMK(Z/72Z,R) x K(ZRZ,k+2) 
x K(K(ZIZ,R + Ah) M x x (K(Z/22,28)) 0 有 相同 伦 
WM, Ht d (上 ) 是 的 非 二 进 分 解 ( 即 不 含有 2” -1 形式 的 分 
fH) 的 个 数 . 于 是 得 

定理 ”对 任意 n, EN M Fd (en TANT Z/2Z 的 群 的 
HM, Heed (nd) n 的 非 二 进 分 解 的 个 数 . 

Thom 还 证 明了 $17.3 中 Pontrjagin EHE NEN. 

定理 ACARI M 的 所 有 Stiefel-Whitney 数 均 为 零 ， 
QM RETA EME AR. 

进而 得 到 

定理 MN, 同 构 于 域 Z/2Z 上 的 一 个 包 项 式 代 数 ， 对 应 于 
每 个 不 是 形 如 2" -19%, BATTERIE. 

美 于 生成 元 ，Thom RHH k AARE, RP HEURE 
生成 元 , FARAH THRs 时 的 生成 元 ,后 来 德国 人 A. 
Dold F 1956 Æ, 在 [Do 1] 中 构 作 了 其 余 奇 维 生 成 元 而 完全 解 
决 了 生成 元 是 什么 这 一 问题 ， 


$17.8 Be, AE 


Thom 在 [Th 3] 中 只 得 到 2, AA. Thom H fi - 
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En: 8,=2,=0,=0, Qa, RsS HAF, Q= N= 
0， 前 面 已 讲 过 ， o,f 2, 早先 已 由 Roblin HE. 

利用 Serre HE HM [Ser 2] M$, MHRA f: A 一 BB 
A + €, AE RK Ker f= ff! (0) BRK Coker f= 
B/f (A) BUA 4 SRF. Thom HERR f,4r<22 -1L FFA k HpÄR 
ABT , Hurewicz 同意 

hin, (TCE), to.) > H, (G(R); Z) 

是 e [ETF HER] CA UC #8 

定理 “n7<0(mod 4) 时 2, 是 有 限 的 ,而 当 %w=4r 时 ,是 
BOA ptr) 的 有 限 生 成 群 ,其 中 请 (r) 为 > 的 分 解 个 数 . 

再 利用 复 射 影 空 间 的 Pontrjagin 数 的 性 质 ， 得 到 

定理 2.8,00R WFO LMM CP’, CP’, CPS, - SH 
立 生 成 元 的 多 项 式 代 数 . 

4r28H, 0, BH TE NAE., KR E KEAN 
FIRE T. 1959 Æ, Milnor [Mi 7] 和 苏联 人 S. Averbuch [Av] 
独立 地 得 到 : 0, RAAT. 有限 阶 元 素 的 阶 为 2H. BEE 
在 同年 ， 黄 国人 C. T. C Wall 完成 了 [Wal], 完全 确定 了 
2, CR. Fans 0,70. 

fe FH, Milnor [Mi 10] 和 Novikov [Nov 17 4 1960 #, 
将 Thom SIEHE SIDA U2) 为 鱼 构 群 的 情形 ， 并 及 在 1960 
PRG, RET BA fh Ay $e RE. Ua eh RRR, ME AWS Ss 
[Sta]. 


$17.9 用 流 形 实现 同调 类 


Thom EITH3 °F HR ET WERFEN N Steenrod 提出 的 问 
el 25. BU EAS FINE 22 RR RA EEK 是 一 个 
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有 限 复 形 . 对 于 xz, CH, (K:ıZ), ATFE-TEENFEHN A 
Mn SERUM" 和 一 个 连续 上 映射 了 :MM" 一 KK 使 得 z, de H, MZ) 
的 与 定向 对 应 的 生成 元 ( 称 为 M 的 基本 类 ) 在 f ,之 下 的 像 ? & 
2 © B,(K 34/27) BG ATE— TEEN AH n 维 流 形 M” 和 
一 个 连续 上 映射 ff M>K 使 得 x, ER (MGZRZYW ER TM 
的 基本 类 ) 在 ;之 下 的 像 ? 

他 所 得 结果 如 下 : 

(1) 有 限 多 面体 的 每 个 模 2 同调 类 都 是 革 个 连通 光滑 闭 流 形 
的 基本 类 的 像 . 

(2) 有 限 多 面体 的 每 个 维 数 三 5 DER WERH TEEN 
有 向 闭 流 形 的 菇 本 类 的 像 . 

(3) 对 给 定 的 有 限 多 面体 的 每 一 个 p 维 整 同调 类 x， 行 在 一 
个 只 与 pp 有关 的 非 堆 整数 和 N， 使 得 Nz BST EIN A m A it 
形 的 基本 类 的 像 . 

(4) 对 任何 维 数 > 闻 ?， 存 在 有 限 复 形 的 整 同 调 类 ， 它 不 是 
光滑 的 有 向 的 闭 流 形 的 基本 类 的 像 . . 

对 于 光滑 流 形 而 言 ， 问 题 可 进一步 对 子 流 形 来 担 ， 设 VW” 是 
一 个 光滑 的 x AM, We SEV" 中 的 一 个 光滑 的 闭 p ÉTÉ, 
HEARS cs WP SR] ae. H, (WIR CV" 
We WSEAS BR ARGS 2 HCV") Mir 可 用 子 流 形 W? 实 
现 . 当 V" 是 有 向 的 ,同调 群 均 到 整 系数 , 子 流 形 亦 取 有 向 的 . 

Thorn 得 到 下 面 的 结果 : 

(5) 在 光滑 的 n 维 流 形 V" P, FAI 2 同调 群 的 类 可 用 光 
BS MEM: Ha VOEE n; H,_-20V") Xt un <6; 
H,-3(V")%t n <8; ACV") SiS RIL n. 

(6) ÆA E ESR a 维 流 形 V" 中 ， 下 列 整 系数 同调 群 的 
类 是 用 有 向 光滑 闭 子 流 形 实现 ; Hil V"), HB, (对 任意 
ni H;i WV) 对 16 及 任意 n. FH, ERO 的 可 定向 光滑 流 形 中 
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的 所 有 整 系 数 同 调 类 均 可 用 有 向 光滑 闭 子 流 形 实现 . 

(7) 对 可 定 同 n 维 认 清流 形 V 中 的 每 个 整 同调 类 x， 恒 存 
E-TEFEHN, RR Nz 可 用 有 向 光滑 子 流 形 实现 . 从 而 可 
定 问 ” 维 光 请 流 形 V 的 实 或 有 理 系数 同 调 群 ， 有 一 组 可 被 有 向 
光滑 子 访 形 实 现 的 元 素 所 组 成 的 基 、 
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第 十 八 章 ”号 差 定理 


Pontrjagin 曾 证 明 ， 两 个 有 疝 协 边 的 流 形 有 相同 的 Pontrjagin 
žr, M Thom 则 证 明 两 个 有 向 协 边 的 流 形 有 相同 的 号 差 . 实际 
E, Roblin EH 9, = Z ÆRES. 这 就 自然 有 理由 提出 研究 
导 差 与 Pontriagin 数 之 间 的 关系 ， 

第 一 个 这 种 关系 是 Rohlin 在 1952 年 证 明和 的， 这 就 是 

o(M*) == p,[ M4]. (1) 

Hirzebruch Ja TBE TT T KAMAE, PE I Re I 
的 存在 和 唯一 人 性 定理 基础 上 , 证 明了 著名 的 号 差 定理 ， 这 就 是 有 
向 流 形 的 号 差 与 其 Pontrjagin 数 之 间 的 关系 . (1) BHP =I 

RTE A RAI AIN, 下 一 章 介 绍 的 怪 球面 就 是 其 中 之 
一 ， 而 且 它 还 是 20 世纪 60 年 代 建 立 的 Atiyah-Singer 指标 定理 的 
特例 . 


818.1 Rohlin 的 结果 


Rohlin Æ [Ro4] 中 的 主要 结果 之 一 ， 就 是 (1) È (#0 
$12.6). Hirzebruch 在 [Hz 3] Pik, (1) tt A SR XGA 
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AY. Roblin 把 这 个 结 采 分 解 为 以 下 引 理 : 

(a) 对 每 个 光滑 的 有 向 闭 4 MIE M*， 存 在 一 个 整数 s, 
使 得 Mt 与 sCP* 有 向 协 边 ， 其 中 sN Ras +N 的 撕 贝 的 连 
aE AL. 

(6) RICA NA A 维 流 形 M° 与 N’ 有 向 协 边 ， 则 它 
AS 2248S, Bho ( M*)=a(N"). 

Ce) s(sCP?)=5. 

(d) BOCHA WH 4 维 流 形 M° 与 N+ 有 向 协 边 ， 则 它们 的 
Pontrjagin FHS, Bp, [ M7] = p [N4]. 

Ce) plsCP*|]=<(p;,[s€P*])=3s. 

其 中 引 理 (d) 和 (e) Æ Pontrjagin 1947 年 得 到 的 [Pt 9]. 
Rohlin 的 主要 困难 是 引 理 《aa)， 再 加 上 容易 的 (6) 和 Cc), Zi 
得 到 了 RSZ. 


818.2 乘法 序列 


说 B 是 一 个 有 单位 元 1 的 交换 环 . Ep = 1 并 设 pP. Da, 
为 不 年 元 (B= Bl py, pas JAW pi, po, CATER, 
系数 在 B 中 的 多 项 式 环 . Bp 的 次 数 为 i， 单 项 式 p pp, 的 
KEN jutjate+3,, W 

B= PV, (2) 
APD, 是 每 项 均 为 点 次 的 多 项 式 组 成 的 加 法 群 ， 并 且 =B. 
FD, 2 BR, APRS kA dik). War 


BB, OCB, ,. (3) 
E 1K;| 是 不 定 元 p; 的 系数 在 五 中 的 多 项 式 的 一 个 序列 ， 
HT Ko=1# EH KE, 7=0, 1, 2, +. 序列 IK, 称 为 一 
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AE FA (multiplicative sequence), BIRLA z, pi, bis Pb 为 
不 定 元 的 下 述 恒等式 
L+ pizt part" 
=(1t pret piz? tet pizt piz? +=) (4) 
推导 出 恒等式 


SKiCpi, Bas; Pi) 
iD 
一 SUK (pis post ple KP Piet spe) et. (5) 
i 一 了 Ed 
fej ic 
K (D>) px J= D KG bis sb; x. 
azo 
= SD pel, a = pr, a = S| pz 
;=D jot | 
则 (5) 可 改写 为 


Kf{a'a’ )= Ka Kla”). {6) 
tell, REX 
Kil+z}= > bz! (7) 
i= 
i. ATES IK! ERR, RH bol, b= K; (1,0, 
+ DIEB. 


i A) FA oe FE, T ETAT TOY eT Fr FI K 
73 [Hz 3]. 


定理 (Hirzebruch) MFR TERARBQ(2)— Dib! 


其 中 bo = 1,6, € B, HEE-NRRFFIIK; ,使 得 以 Ql ) 
为 其 示 性 震级 数 , 即 满足 Ktl+ 2) = Q(z). 


其 证 明 利用 了 对 D pet 的 部 分 和 作 形 式 内 式 分 解 
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L+ pret past + ++ pat = | [1 + Be). (8) 
| 


IA Li, IE pi, Pos a, Par FA 8, Bo, tt. Bo FAY EU 等 对 
PRPC. FTEBEN B, 8, : Ba 为 不 定 元 ， 系 数 在 8 中 的 
PTA AT ER BR BY FT HE AI 


$ 18.3 K oe 


KR BAAR BO. 给 定 以 有 理 数 为 系数 的 一 个 乘法 序列 
K=iK, zov’, ) i. BM" 是 光滑 的 有 向 的 闭 mr 维 流 形 ， 定 
X M" PIK 4% (K-genus) 为 
: _ [0,# m Æ0(mod 4), 

KLM™ |= (K,LM ]= OK, (pies by) stand M m = An, 

(9) 
其 中 p 为 M4" 的 第 i 个 Pontrjagin &. KUM" ] 是 M" 的 Pontria- 
gin 数 的 一 个 确定 的 有 理 系 数 线 性 组 合 . 

由 Pontrjagin 定理 ， DR K 亏 格 必 为 零 ， RAF K 是 一 
TREFA, TA K RAHA MRO. AR Q 的 一 
个 环 同 态 . 


§18.4 号 差 定 理 


加 到 最 熟悉 的 不 变量 号 差 ， 设 M" EGE AS A 6 É9 MA yx 维 
iF. EX M” 4S (signature) sM ) APE 2 m Æ0 (mod 
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4); A LM ;ZJ) 上 由 上 称 定 义 的 二 次 形式 的 导 差 ,者 m = 
An. HF stM+M’)=o(M)+o{M), a( MXM’ }=a(M)> 
M) DEE M 是 边缘 , M o(M)=0( Thom EHE), Hy E 
Es 给 出 了 有 疝 协 边 环 只 .到 整数 环 Z 的 一 个 同 态 . 

Hirzebruch 证 明了 下 面 重要 的 号 差 定 理 [Hz 3]， 它 把 流 形 
KESEN Pontrjagin 数 的 有 理 系 数 线 性 组 合 . 

SAPE GL =1L,(f1,.°°. Be) 是 一 个 乘法 序列 ， 其 示 
HE Ee BO 


{+ /tanh #4 = + ie gt? +- 


LCD 1924p et /(2BR)1 +e- (10) 
MERA GARE M4 的 号 盖 o (ME LS MLIMÉ]. 
st (10) 中 的 B, 是 第 并 个 Bernoulli %, ALP 
B,=1/, B,=1/30, B;:=1/42, °° 
关于 个 Ly Æ 


1 
Ly 一 3 P1 + 

1 3 
L= 457 P2 一 pr, 


1 
Ly= 945(62p3 -13p2p1 +2p1), 


L4 = 13 tae (381 Da — Fl p3p, —19p3 + 22 p2 pj — 3p1). 
ARS wR] 


o(M") == nil M]. 
o(M®) = (7p) - PILM®), 
45 
aM") = 545(6295 - 13 pP, +2p LM], 


Hirzebruch 在 [Hz 3] PRI], AAs M EREI Ma., FE 
们 在 本 章 前 言 中 已 提 到 Rohlin 在 [Ro 4: 中 得 名 公式 ot{ Mt), 
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而 Thom 在 [Th 3] PERT AR (MOAM o (M). 

还 应 特别 注意 ，Hirzebruch 的 号 着 定理 是 太 约 十 年 后 证 明 的 
Atiyah-Singer 指标 定理 [At-S] 的 特例 .只 要 在 Atiyah-Singer 指 
标定 理 中 取 偏 微分 算 子 为 Hodge AF 万 + ， 定 理 便 特殊 化 为 号 差 
EH. GEAR SS [At-S2] mM [Sh]. 
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第 十 九 章 ” 怪 球面 和 有 关 币 
分 结构 的 人 研究 


20 世纪 50 年 代 ， 数 学 中 最 出 人 意料 的 成 就 非 Milnor 的 怪 球 
面 莫 属 ， 这 是 1956 年 震惊 全 球 的 大 事 . 他 发 现 一 个 了 7 维 徽 分 流 
E, CHEIRA EPEA H 7 HERS’, (Ahi RT aL 
通常 微分 缚 构 的 7 维 球面 S”"， 于 是 称 它 为 怪 球 面 . 

这 项 重 太 突破 是 基于 当时 拓扑 学 的 最 新 的 深刻 成 就 ， 包 括 示 
性 类 理论 ， 协 边 理论 和 号 差 定 理 . 但 从 否定 的 角度 来 探讨 这 个 问 
题 ， 可 能 是 绝无仅有 ， 这 的 确 难能可贵 . 从 此 流 形 的 研究 开展 了 
新 的 局 面 . 微分 拓扑 学 一 词 大抵 是 从 这 以 后 正式 提出 来 的 . 

Milnor 进而 计算 球面 上 究竟 有 和 多少 不同 的 微分 结构 .他 与 
M. Kervaire 为 此 采用 称 为 换 球 术 的 技术 . 这 个 技术 加 上 Morse 
理论 鸽 得 S. Smale AHR T AES X Poincare Am, HEN 
舞 和 方法 上 的 结合 ， 引 起 了 20 世纪 60 FRM SH a. 
其 中 有 些 事 情 将 男 章 介 绍 . 

怪 球 面 之 后 ， 不 存在 范 滑 结构 的 可 神 分 流 形 也 被 找到 ， 不 存 
在 训 分 结构 的 括 扑 流 形 也 被 找到 . 
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$19.1 PER RE 


Milnor 1956 年 [Mi 4] 构 作 的 怪 球 面 如 下 ， 考 虑 以 4 维 球 
面 S* 为 底 空间 ， 以 3 维 球面 S? 为 纤维 型 ， LE SO (4) AM 
的 纤维 从 .这 种 从 的 等 价 类 一 一 对 应 于 zy (SO(4)) 中 元 素 , 而 
GSO(4))=ZPZ(SÆ Ste 8]). MT (AF ELDZ, w fi S 
SO (4) FE SOA fylla) v= utu ,其 中 ver, SE RA tin 49 FE 
法 是 四 元 数 HPA. 取 Dix S? 的 两 个 拷贝 ，D4 x SI 和 D4 x 
S ,定义 映射 :3(D4 x S3)= S3x Sa Di x SI3)= 52x 53 
及 Pu) = # 

Ey = (DS x SOU CDE x S°), (1) 
它 是 一 个 光滑 的 7 ENTE, 也 是 一 个 以 4 维 球面 S* 为 底 空 间 以 
3 维 球面 S’ 为 纤维 型 以 O44) 为 绽 构 群 的 光滑 纤维 从 的 们 空间 ， 
二 这 个 球面 从 为 5;， 它 对 应 于 Fa; RTE (fi) En(SO(4)). 

RER TEEN, a= +i) j= L-k). om 
= Ep 则 得 主要 定理 如 下 : 

定理 LR (mod 7)， 则 流 形 MI AETS 但 是 并 不 微 
TT Ss”. 


$19.2 ERXRHRMT s’ 


首先 证 明 M; ET Ss’. 这 要 用 到 刻 划 一 个 光滑 闭 流 形 同 
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胚 于 拓扑 球面 的 G. Reeb 定理 [Re], 证明 可 见于 [Mi 14]. 
定理 wee M" Le RRS: MR, 
te TA SAB AER iE. M M RS”. 
重新 表示 MI 之 构 作 如 下 ， 取 Rx S 的 两 个 拷贝 ,将 两 者 
ACR? \ 10) x 部 分 用 微分 周 及 


(u, o)l ur |ua | utue || u l (2) 
等 置 后 ， 便 得 M? PAT. REE RM 一 及 为 
FEDERA + [bu 232, (3) 


Hohe Ww (a, v) LÉ, ROA o 作为 四 元 数 的 实 部 .了 正好 
有 两 个 临界 点 ta ,wv) 二 (0, 土 1)， 且 非 退 化 ， 由 Reeb 定理 知 M; 


ARTS’. 


819.3 FER AT MEET S’ 


这 是 一 段 很 深刻 的 论证 ， 它 的 最 后 结论 是 $19.1 定理 中 的 
Mi, AS? FALE FS”. 
Milnor HTW EHRT 
H’(M’,Z) = H*(M';4) =0 (4) 
的 光滑 的 有 向 闭 了 7 维 流 形 M ELITRE M EZAT. 
因为 Thom Bie#(Th3]0,=0, M 是 某 个 光滑 的 有 向 紧 有 边 
的 8 维 流 形 B? Mi. M’=2B*®. KuacH, (M’; Z) 是 对 应 
于 M 的 定向 的 基本 类 ，vE€ HB, M IE) 是 对 应 于 BIER 
的 类 ， 则 有 关系 Bav= u. 记 Hi(B ,MM';Q) 按 上 积 所 定义 二 次 形 
ZEZ op (.8*). Ep, E HIBS) A B® 的 第 一 个 Pontrjagin 
AE, SAE (4) 保证 由 包含 所 诱导 的 同 态 
“BT (5) 
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是 同 构 . > 
q( B®) = ((i* pn), (6) 
Milnor 运用 Hirzebruch 49-3 32 = APE EE T 
2q¢(B*) - «(B® )mod 7 
与 B? 的 选取 无 美 . 于 是 他 定义 
A(M’')=2g{B®) - ol Bymod FE AID, (7) 
此 外 ， 令 。 是 H*(S4;Z) 的 标准 生成 元 ， 则 可 算出 球面 从 包 
的 Pontrjagin 26 & 
PiC& d= +2(h j)ı= +t2k. (8) 
RI 4 维 胞 腔 从 u: BE>S* 是 6, 的 投射 r+: MI>St 的 
EAST. 其 全 空间 BE 是 一 个 以 MI ARADO. AA Pr 
是 一 个 同 伦 等 价 ， 上 同调 群 百 (58;Z) 由 元 素 a = ox Co). 
选取 BE 与 M7 的 定向 , 使 ({i” a)?,y)=1. AT e(B8)=1. 又 
Bi BAA TBS) By 4} ROY px (T (SAS of (4, FARCRY 4 À 
[a] BAN Whitney 和 ， 由 此 可 知 p, (BY) = Pe (Pil Ey) = tke. 
从 而 aB) =K" t 2ka}}?, v) =422; FFB 29-0 =8R2-1 
- =k*—-1(med 7). Elfe 
ACMI) = &* -—1¢€mod 7). (9) 
HUT EX 4° 1 (mod 7), W A(M1)0(mod 7). AR Mi 
As ta at A] TS, FACS?) =0(mod 7). 
以 上 就 是 Milnor Æ [Mi 4] 中 的 作法 和 论证 ， 


819.4 进一步 发 展 简 介 


接 下 来 一 个 有 趣 的 结果 ， 是 Kervaire 在 1960 年 发 表 的 文章 
[Ke 2] 中 构 作 了 一 个 10 维 三 角 训 分 的 组 合流 形 ， 它 上 面 不 允许 
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FEAR 3638 2449. Milnor 在 [Mi-S] 中 有 更 好 的 结果 . 他 利用 
Thom Æ [Th 4] 中 定义 的 组 合 Pontrjagin 类 ， 并 运用 Hirze- 
bruch 的 导 差 定理 ， 梅 作 了 一 个 8 维 三 角 谢 分 的 组 合 芒 形 ， 它 上 
ETAF, FAKE LEAR TREN AAS 
的 8 维 圆 盘 后 ， SKF AKAN. IHURE-T7 
维 怪 球面 . KATH, BEAT TREE ME 
而 且 维 数 为 8， 同 时 得 到 了 维 怪 球面 . 有 必要 指出 的 是 ，[Mi-Sj 
原 是 Milnor 于 1957 年 春天 在 普林斯顿 大 学 讲授 示 性 类 的 讲义 
“Lectures on characteristic classes (Notes by James Stasheff }, 
Princeton University, Spring 1957”， 经 整理 后 于 1974 年 出 上 路. 
我 们 未 能 得 到 当时 该 讲 头 的 油印 稿 ， 市 得 到 的 1957 年 讲义 的 俄 
文 译 本 ， 是 由 苏联 杂志 MaremaTnra 分 两 部 分 发 表 为 (1959) 3 
一 53 和 (1965) 3 一 40， 其 中 后 一 部 分 就 有 这 个 例子 ， 与 [Mi 
ST 的 内 容 一 样 ， 这 说 明 该 例子 已 于 1957 年 春天 公布 . 

1962 Æ J. Stallings 在 [St 1] 中 证 明了 ， 当 n #4 i} n Ë 
欧 氏 空间 R 上 只 有 了 唯一 的 光滑 结构 .这 个 结果 似乎 理所当然 ， 
因为 及 ”的 代数 结构 和 拓扑 结构 都 是 最 简单 的 . 但 是 为 什么 n 
4? 因为 所 用 方法 对 4 维和 失效 ! 人 们 办 望 会 找到 一 个 新 的 证 明 ， 
对 4 BEHAART. 

Milnor 和 Kervaire 于 1963 年 发 表 了 文章 [KeM}, HE 
用 了 Milnor 在 [Mi 11] 中 新 介绍 的 换 球 术 (surgery) HAR, HK 
对 同 伦 等 价 于 球面 的 沧 滑 闭 流 形 分 类 . 对 5 维 以 上 ， 可 以 得 到 完 
全 分 类 ， 这 里 的 分 类 起 初 是 按 À 协 边 .两 个 光滑 的 有 向 的 闭 流 
JV, 和 Vo 称 为 五 协 边 的 ， 若 存在 一 个 光滑 的 有 向 的 紧 带 边 流 
形 WwW, EHW 由 Vi 和 一 VV; 的 不 交 并 组 成 ， 并 使 得 VW， 和 
V, 19-4 W 的 形变 收 纠 核 ， 按 Smale 的 有 HLE, BT AS tE 
U EWP HAIE n 维 球 面 之 间 的 上 BAS TT AR, 而 且 每 
个 5 维 以 上 的 同 伦 n 维 球面 均 同 胚 于 S”( 均 请 参看 20.2). 从 
.而 得 到 5 维 以 上 的 nn IHRES Er GAIEI E 9 49 fi 2 el AE 
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类 . 这 些 类 接连 通 和 成 为 一 个 加 法 群 . 文章 的 主要 结论 是 ， 该 群 
是 有 限 的 ， 并 列举 了 直到 n=18 为 止 各 群 之 阶 ， 还 说 细节 在 第 
二 篇 中 . 但 原来 他 们 打算 写 的 第 二 篇 文章 一 直 未 见 发 表 . 后 来 
J. P. Levine 在 1983 年 出 版 的 文集 Algebraic and Geometric 
Topology, LNM 1126, Springer 中 ， 发 表 了 [Lev]. AR, E 
内 容 相 当 于 原来 Minor 和 Kervair 计划 的 . Milnor 和 Kervaire 
的 文章 带动 了 换 球 术 的 广泛 应 用 和 深入 发 展 ， 关 于 此 ， 第 二 十 二 
章 还 将 专题 介绍 . 

到 了 80 年代, 4 维 流 形 的 研究 有 了 上 出 平 预 料 的 进展 ， 美 国 
A M. Freedman [Fr 1] 运用 Casson 坏 柄 证 明了 单 连 通 4 维 后 
扑 流 形 分 类 定理 ， 其 中 包括 了 4 AY Poincaré WWMM ES 
案 ; AAHAS. K. Donaldson [Don 1] 应 用 规范 理论 ， 得 知 正 
ERDEI 4 维 流 形 是 很 特殊 的 ; 在 此 基础 上 可 知 Ri 上 光滑 结构 
不 惟一 ， 进 而 得 知 R* 上 存在 不 可 数 密 个 互 不 微分 同 胚 的 光滑 结 
构 ， 同 时 存在 4 维 闭 拓扑 流 形 其 上 不 存在 任何 光滑 结构 ， 关 于 
此 ,读者 可 参考 第 二 十 六 章 中 有 关内 容 . 
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第 二 十 章 Morse 理论 的 新 应 用 


20 世纪 20 年 代 建 立 起 来 的 Morse Hit, E20 HS 50 ER 
得 到 深入 的 应 用 . 这 首先 归功 于 R. Bort. 

Bort 从 确定 流 形 的 环 路 空间 有 的 同调 群 开始 ， 应 用 了 Morse 理 
论 和 Leray 的 谱 序 烈 技 术 ， 得 到 浏 地 线 均 为 闭 的 流 形 的 重要 性 
ia. 他 应 用 Morse 理论 最 引 人 人 注目 的 成 果 ， BAK Lie 群 同 伦 群 
的 Bote 周期 性 定理 . 

Smale &M Bott 学 习 Morse 理论 ， 然 后 将 这 个 理论 与 动态 系 
统 相 结 侣 ， 并 且 运 用 这 个 理论 所 建立 起 的 环 柄 体 技术 ， 将 光 请 流 
ÉTÉ, ED AT Whitney 饮 招 ， 得 到 所 谓 疡 协 边 定理 ， 作 
为 推论 ， 得 到 5 维 以 上 的 广义 Poincaré 猜测 的 肯定 解答 . 

KRITERIEN Milnor 写 进 两 本 小 肌 子 [Mi 14) 
和 [Mi 16]. 这 两 本 书写 得 非常 好 ， 我 们 后 向 常常 要 引用 . 


§20.1 Bott 周期 性 定理 


Bott 原 是 一 位 电气 工程 师 ， 他 从 电路 网 络 的 研究 得 de Rham 
理论 的 应 用 ， 对 拓扑 学 开始 有 兴趣 而 改行 研究 数学 . 他 于 1949 
咎 来 到 普林斯顿 高 等 研究 所 ， 向 Morse H T Morse 理论 ， 并 在 
他 去 密 热 安 大 学 后 ， 影 响 了 Smale. “4 1955 年 Bort 再 次 来 到 普 
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林 斯 顿时 ， 他 认识 到 Morse 理论 在 Lie 群 的 拓扑 学 中 有 漂亮 的 应 
用 . 现在 我 们 按 [Mi 14] 的 说 法 ， 来 介绍 Bott 的 主要 页 献 
[Bot 3, 4]. 

设 M ESSN Rem. p, 4€ M 是 沿 任 一 测 地 线 互 不 
HEAR. QCM; p,g) E M PRAM p Ble HERE w: 
[0,1] >M 所 组 成 的 具有 紧 开 拓扑 的 空间 . ACM; pg) E M P 
MAA p Ble 的 分 段 光 祖 的 通路 所 给 成 的 空间 ，;: OO" ER 
aa N: 是 一 个 同 伦 等 价 ， Morse 理论 的 基本 定理 说 ， 
ALM; p.ga), 从 而 O° (Ms; p. Q BRA — Tae CW 复 形 的 同 
tt, 后 者 对 应 于 从 p 到 9 的 每 条 指数 为 4 HMA, Apa 
维 胞 腔 、 此 定理 对 环 上 路 空间 CM; 也 成 立 ， 

Bott 则 得 到 定理 [Bot 3]: 设 G 是 一 个 紧 单 连通 Lie 群 . 则 
FÉES ROCG)RA CW 复 形 的 同 伦 型 ， 这 个 CW 复 形 没有 奇 维 
ie, OTH MAR A, HAART AER. 由 此 知 对 于 奇数 
j, H(O(G))=0; 对 于 偶数 7 ，H; (0Q(G)) 是 有 限 秩 的 自由 
ZE. 

it MÉTAMNREMIÉ, p, ae M WEB Appl p,g) = 
Jd. A 0° =0°(M3p.qg) RM p Bla 的 所 有 极 小 测 地 线 组 成 
的 2 = CM;p,9) 的 了 于 空间 .， 则 可 以 证 明 : HS © 是 一 个 拓 
扑 流 形 ， 并 且 从 p Bq 的 任何 非 极 小 测 地 线 的 指数 都 大 于 或 等 
Fo, WIF 0 硅 i 达 40o， 相 对 同 伦 群 x;(2 )=0. 由 此 推出 ， 
el, A BEHARRA oe, (On Q) ia, 一 2 NER. A 
m Sna M). MM ia, 2, n(0)Zr,, (M). 

75 ER BR SUC2m). 可 以 证 明 SU(2m) PA IA- I 
极 小 测 地 线 组 成 的 空间 同 有 是 于 复 Grassmann 流 形 G,(C"), 即 由 
CREAR m HER STS RRA Se. HI, SUC2m) PM 
Tal — I BUERTEER DT he Se RB A FRET 2m +2. 与 上 
面 一 段 结 合 便 得 ,包含 映射 G, (C")-O(8SU(2m); IT, -T 
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活 导 出 维 数 委 2 和 的 各 同 伦 群 的 同 构 ， 从 而 当 ;二 2i AT. A 


ri CO”) Ex, SU(2m ). (1) 
而 由 纤维 化 
Ulm )>Ulm +1)— 5°” "| 
的 正 合同 伦 序列 
pm Sir or UC Doe; Um +1) 
x, Sell... (2) 


A 
n,-,UCm)n,_,UCm+1) ism. 
由 此 可 得 ， 对 所 有 isle, GÉRÉE EA 
at, .Ulm)on;-,Ulm+1}on,_,‚Ulm +2) (3) 
APE FT. CAE A ET #9 BY RE PR 9 BERN — IL TRE 
(stable homotopy group). 它们 以 后 简 记 为 n,_ U. 
此 外 ， FE (2) PR i=2m + 1 Hf, wat 
Ta Ur), UC mm + 1) x, U. (4) 
Z Stiefel MIE V,(C") E A AAEE TE Um) Um). H 
纤维 化 . 
Ut m + Ul2m )—Ul2m)/Ulm) 
的 正 合 同 伦 序列 可 向 ， 当 2270 AT, nn, Ulm) AU m). 
复 Grassmann 流 形 G,(C*") 可 以 认为 是 陪 集 空间 U(2m)/ 
Um)Xx Ulm). HÆ ett 
Ulm )>U(2m)/Ulm)>G,(C”) 
的 正 合 同 伦 序列 得 知 ， 当 4 <2m AW, RAR SEA: 


1,6 Sn. Ulm). (5) 
再 由 纤维 化 
SU(m )—U(rm)—S! 
KES Efe FAIRE, ; 1 时 ， 
n,SUlm )==n,U(m ). (6) 
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综合 以 上 ， ERS 1: X2mn, À 
1; U =n, (Ulm) =n Gp C") 
>, SU (2m JEx,;,,Ul2m )J=x;,,U. (7} 
由 于 UC1) 是 一 个 圆周 , 它 是 一 个 K(Z,1), W U= noU(1) 
=0, rnU=mU(D) 宇 Z;SU(2) 是 一 个 二 锥 球面 ,页 m U = x SU(2) 
=0, mU=7,8SU(2)=Z. 从 而 推 得 
Bott 关于 西 群 的 周期 性 定理 西 群 的 稳定 同 伦 群 有 周期 2. 


HSE, # | 

moU m UA UU (8) 
EE, MÄR | 

x, U=n,U=2,U= --- (9) 
te Fc RR . 


Bott J Ti HR DIE SE BE A OAS. I OR IE 3c BE O, 
并 记 无 限 辛 群 为 Sp， 则 有 如 下 的 
Bott 关于 正 朗 群 和 辛 群 的 周期 性 定理 正 次 群 和 辛 群 的 稳定 


lel te ECA A 

m,(O)=n7,+4(Sp), 

nm, (Sp), +410), 
ATH | 

re (Or, (0), 

ut, (Sp) xe +g (Sp). 
进而 

mOZZL/2Z, 2/22, 0, Z,0,0,0, Z (10) 
XT £=0,.1, =-, 7 mod 8, | 

a, Sprz0, 0, 0, Z, ZAZ, ZAZ, 0, Z (11) 
XT A=O0, 1, =, Tmod 8. 


此 和 外， 他 还 得 到 
x, (Sp/U})=n,4,Sp, 
re UO) x, +29D ; 
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n{O/U)JZEr; +10, 
x,{(U/Sp)=x, +20. 
读者 应 当 体 会 到 ， 上 而 省 略 掉 的 证 明 都 是 很 难 的 ， 有 心 去 饰 
研 的 人 可 直接 细心 阅读 [Mi 141]. 
Bott 的 周期 性 定理 立即 吸引 了 拓扑 学 家 的 注意 ， 并 成 为 K 
理论 的 核心 ， 大 们 接着 寻找 不 用 Morse 理论 的 证 明 . J. C. 
Moore 设计 了 这 样 的 证 明 ， 详 矶 于 H. Cartan 讨论 班 [CH 5]. 


820.2 广义 Poincaré 猜测 的 解决 
和 友协 边 定 理 


Smale 在 密 执 安 大 学 的 博士 论文 [Sm 1] PHBA, HARB 
得 到 著名 的 球面 翻 面 定理 [Sm 2] 他 同时 从 Bott 学 习 到 Morse 
Hip. 1958 Ẹ E, Smale 的 兴趣 主要 转移 到 动力 系统 . 1960 年 
fh RE EL EL PE (AR ST, FER AE PAT eK, TA AG 
Morse 理论 证 明了 5 维 以 上 的 广义 Poincaré 猜测 [Sm 3]: 设 M” 
是 光 谢 的 单 连 通 的 闭 n RBA A n ERS HRA, 
noes, Wil er ARTS. 这 是 一 个 你 人 的 成 就 . 因为 在 对 
Poincaré 猜测 GEH) 进行 了 半 个 名 性 纪 的 冲击 后 ， BALK 
被 宜 布 已 证 明黄 至 已 发 表 ， 而 随后 得 知 仍 县 而 未 决 的 情 田 下 这 
个 狂 测 的 高 维 推 广 和 二 然 在 5 锥 以 上 被 一 举证 明 ， 这 不 能 不 令 人 震 
R. WEE Smale 在 最 初 获得 结论 而 沿 林 将 证 明 写 得 足够 清楚 时 ， 
便于 1960 Æ 6 Amt AR, EIR AM PRES aT AN 
ME. 当然 1961 年 发 表 的 那 篇 文章 [Sm 3] Æ 1960 年 10 月 收 到 
的 , 已 经 有 了 完善 的 证 明 .、 今 简 训 介绍 其 思路 于 下 : 

我 们 在 $10.5 H, Bft I Morse MAPE. HRE 
了 一 个 微分 流 形 ， 其 上 的 分 析 学 便 给 定 了 ， 它 受到 流 形 拓扑 绪 构 
的 限制 . 反之 ， 被 分 流 形 上 有 一 种 特 处 的 沧 请 图 数 ， 称 为 Morse 

219 


RÉ, ER AANA RATER, HMS IEEE. 通过 任何 一 
个 Morse 函数 ， 可 以 了 解 该 微分 流 形 的 拓扑 结构 ， 这 是 应 用 
Morse 理论 于 流 形 拓扑 学 的 基本 信念 ， 

设 M 是 一 个 光滑 流 形 ，M?* ÆA p abbia BeA T, M”. 
ie 了 是 定义 在 Mr* FHP RAC RR. 点 p 称 为 了 的 一 个 临 
界 点 ， 如 果 导 射 df: TM TR EFES, DER p HS 


域 U RER AT De Ep) =0. 
PDBp) 称 为 了 的 一 个 临界 值 . 临界 点 称 为 非 退化 的 ， 若 Hessian 4 
EHO) (ee. BEE AL HERR TI 


FR p Wa BAB PR RATE, EN fF RAE REN IE A, 
则 称 为 一 个 Morse 函数 ， 一 个 基本 重要 的 事实 是 
Morse 引 理 ” 设 点 户 是 了 站 的 一 个 非 退 化 临界 点 则 存在 后 


的 一 个 邻 域 UU 和 其 中 的 局 部 坐标 系 《y1，…，3, )， 使 得 对 一 切 
i 有 yw:(p)=0 ， 并 且 在 整个 邻 域 U 中 有 恒等式 
了 = Sp) (nn Or a t Oe Pt t+ Ce (12) 


其 中 A 称 为 了 在 点 疡 处 的 指数 . 

fi M* = f-*(-@,a)=|pC M fC pial. Æ Morse 5] # 
的 条 件 下 , 记 c= Cp). ME e>0, Ey lc-e,cte]&& 
HM, FARR YS Sp 外 不 含有 了 的 其 他 临界 点 当 = 充分 小 时 ， 
MR eS Ms EPA HER ate ale). LE, E 
可 证 明 ，af 是 由 AM “利用 一 个 由 了 决定 的 特征 映射 p: 
DD x D" M SH E— TI BERD x D “而 成 ， 由 此 可 得 
WE M 的 一 个 环 林 体 分 割 . 

由 上 面 的 结论 可 以 看 出 ,和 铬 光 请 闭 流 形 M 上 存在 Morse PA 
数 ， 只 有 一 个 极 太 点 和 一 个 极 小 点 而 别 无 其 他 临界 点 ， 则 M” 是 
两 个 nn ERRI, AmaE S GE G. Reeb Æ 40 ER 
[Re] 就 得 到 的 结果 ， 
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Smale Æ [Sm 3] 中 做 到 的 是 ， 在 假设 流 形 M 单 连 通 并 与 
S” 具有 相同 的 整 同 调 群 旦 x 洋 5 ART FT, TUZEREHFRHE 
opel, TO GE XT AE RY Morse SAN HARTE. 最后， 可 得 
M” 上 的 一 个 Morse 史 数 ， 只 有 两 个 临界 点 ,一 个 极 太 点 和 一 个 
NA, WEE n5 FT) X Poincaré 猜测 得 到 了 证 明 ， 

接着 ，Smale F 1961 FE [Sm 4] 中 证 明了 现在 所 称 的 
BIER 设 W 是 一 个 光滑 的 紧 的 带 边 流 形 ， 其 边 系 3 人 急 由 两 
个 不 相交 的 流 形 V 和 VY, 组成， 使 得 V, VL WA wW 的 形变 
收缩 核 ， 则 称 三 元 组 (WW; V, Vo) 是 一 个 下 Hi (h-cobor- 
dism)， 这 时 V, A V, BABA A 协 边 的 (h-eobordant). 
Smale 的 定理 说 ， 设 M 和 A 人 是 两 个 光滑 的 于 的 单 连 通 的 有 向 
AJEA 协 边 的 zz EEE, (Wi MT, Ma) ET à Bead. 
天 5235， 则 Wet tes RR MI XI, 从 而 M5 和 MS AT Re 
FRE. 

Sark, 5 ELA ES” & Poincaré 猜测 可 作为 严 协 边 定理 的 推 
论 而 导出 . Milnor 于 1963 年 秋季 在 普林斯顿 大 学 系统 地 讲解 了 
h 协 边 定理 ， 形 成 了 著名 的 讲义 [Mi 16]. 我 们 现在 按 其 中 的 讲 
法 简介 如 下 . 

利用 WwW?" 上 的 一 个 Morse KH ORA SR WINK 
ESA TER it), À Morse 引 理 可 得 WI N —- MK Sp 
记 作 

wWiI=MXxTÜUHU-UR. 
其 中 第 i TH 是 用 一 个 光滑 圣人 后 :3DP x Data MIx I 
UĦM: U UR: DEF op; RAR DA: x DA. 

Rit ia CW; Mi, Ma) M CW; Mi, M) 称 为 等 价 
的 ， 如 果 存 在 一 个 微分 同 胚 f: Ww EM: MM, 
i=1, 2, MAAR, RNC Ww’. 

A 协 边 定理 的 证 明 用 到 以 下 原理 : 


原理 1 {重新 排序 } ZW=WUHRTUHV. PHY 
表示 附 贴 了 p PA. Bsr, WW] wu a Un’, H 
HO? HOGA, 

原理 2 (几何 消去 ) #W = WUHU UN TPH H0 = 
DxD tip oxa pD Trt (RA b RM) Ss Wt? = DHX 
Drp pap NO HH a 球面 ) 横 截 相交 于 一 点 . 则 存在 一 个 微 
AYER A: W'S Wh EH OURS 的 一 个 邻 域 之 外 为 恒 等 . 

Es (Ham) W=WUHTURS, 其 中 Hi, 
HS? 429 r FA, 设 S MS: 分 别 是 HO MH W a RA Be 
Baw 中 连接 S 和 S; HRI. 则 存在 W hA — yti 
ME, BBX (5, S0 ART (SE, S2, S21, RP Pa 
KIEW HB a PEI. 

Riga {代数 消去 } HW=-WUHVT’URTVB M, Æ% 
EA n-r23, r>2 HA n25. &H SB RMA à 
ER TE AJ AE KA +1, M WW. 

Pit BOB EEE Smale MA HIDE EDEMA, FRE 
微分 拓扑 学 中 最 深刻 的 结果 之 一 . 读者 还 应 注意 这 个 原理 受到 维 
数 的 限制 ， 其 原因 是 它 的 证 明 依 赖 于 微分 拓扑 学 最 重要 的 技术 ， 
FLAT IE APR PE Whitney 绝招 (Whitney trick) 的 下 述 引 理 . 

Whitney 引 理 [Why 121 设 P 和 Q? SET A lb] om 
PE M” 中 的 光滑 有 向 5b 维和 a FETE. Eptraoamm. 设 
PS 横 截 地 相交 于 有 限 个 点 ， Rar, yE PPNA EP 
Q Er 和 wy AALA P.Q) =- LCP, Q). MR pP=3,g 
23 HE n (M)=0, X p=-2,9,>3#Em{M\Q)=0, M 
存在 M EY TUR. BH PRP. WME P 与 Q RRA, 
#EHP ANR =# PAQA z, yi. 

利用 这 个 Whitney 31, RRR AK E H ALIA. 
FE, Whitney 引 理 中 维 数 的 限制 是 不 可 克服 的 ,这 就 使 得 一 般 
的 消去 法 必 爱 到 维 数 限制 ， 从 而 六 协 边 定理 的 成 立 受 到 维 数 的 
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限制 ， 需 要 满足 ned. 

人 们 自然 可 能 会 想 ， 尽 管 显 处 的 工具 受到 维 数 限 制 ， 但 不 知 
h 动 边 定理 的 结论 是 否 对 * =4 时 成 立 ， 这 是 一 个 当时 无 法 回答 
的 问题 ， 这 就 是 四 维 拓扑 学 的 内 难 所 在 ， 直 到 20 世纪 80 年 代 才 
得 到 重大 突破 . 读者 可 参见 第 一 十 五 章 . 
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第 二 十 一 人 革 K 理论 


20 世纪 50 年 代 后 期 ， 在 代数 学 和 代数 几何 学 以 及 微分 拓扑 
学 发 展 的 基础 上 ， 形 成 了 所谓 K 理论 ， 它 很 自然 地 成 为 代数 所 
扑 学 的 一 个 新 征 童 . | 

Riemann-Roch ER EXT — TEEN IC EE RN RH 
的 最 重要 结果 之 一 ， 这 个 定理 在 1054 年 被 Hirzebruch 推广 到 高 
维 的 其 复 流 形 的 情形 ， 而 被 称 为 Riemann-Roch-Hirzebruch E#. 
EX Grothendieck 推广 为 对 映射 的 形式 ， 

在 这 个 过 程 中 ,形成 了 有 出 人 意料 的 意义 的 K 理论 ， 对 此 
作出 贡献 的 有 Adams, Atiyah, Bott, Grothendieck, Hirzebruch 
FA. 重要 参考 书 已 有 [At 1]， [Ba2], [Bot7],. [Ka] & 
[Mi 18]. 

K 理论 是 一 种 广 闪 上 同调 理论 . 它 有 广泛 而 深刻 的 应 用 ， 
HEFTE Atiyah-Singer 指数 定理 的 第 一 个 证 明 就 是 其 
中 一 例 [At-S 1]. 


§ 21.1 Riemann-Roch 定理 的 推广 


ig 下 是 一 个 紧 的 Riemann Hh, EFRA gs. X 上 的 一 个 
BT (divisor) 是 一 个 形式 线性 组 合 D= Bm,P,， 其 中 m EZ, 
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PEX. # D0 且 其 中 m 20 MRT DAER. 我 们 称 除 
$ D==m,P, 的 度 为 degD = Em,. 我 们 称 除 子 D=2m,.P; 是 亚 
RS EUR TT, RIP 为 了 的 零点 或 极点 ， 而 m; 或 — mi 为 
HER, EED. 对 于 第 定 的 除 子 D, FA ER CS) + D 
为 正 的 亚 纯 始 数 加 上 值 为 零 的 常数 函数 组 成 复数 域 C 上 的 一 个 
2b Pt Ss fe] LD}. Riemann-Roch 定理 说 : dim 上 L(D} 一 degD-g 
+1+r(D), HP -(D) BH DD 决定 的 一 个 非 负 整数， 实际 上 
r(D)=dim L(K-D), HPK BX ELF - TAN T, Mo 
个 以 亚 纯 函数 为 系数 的 微分 形式 . 

将 这 个 重要 定理 推广 到 紧 的 高 维 复 流 形 的 情形 ， 是 从 二 十 世 
CH FER A K. Kodaira, Hirzebruch, Grothendieck, 
Atiyah HI. M. Singer 及 其 他 人 实现 的 . 

HXÉ-TEMEMIEÉ, B EUX 为 床 空 间 的 一 个 复 向 量 
A, ACB)E BELA RAR (sheaf of germs of holomorphic 
cross sections). M BEKX L- TE TDHEN, Ries A 
H(X,O{B))=L(D). 因此 在 推广 Riemann-Roch 定理 时 ， 将 
RHdm. HX, Q(B) WER dim(D)Æ. > (X, AB) = 
ZC- 1) dm. H(X, A(B)- -E FÆX LEES P E Ee h 
TA, My X, OCF RBA. 设 XE -TEn HEC 
WA. io X 的 全 陈 类 为 ec=1+cl+…+c， 并 形式 地 记 它 为 


IT Gtr) SEH 加，…，7 为 幻想 的 不 定 元 ， 则 第 i 个 陈 类 
LAY ，-…， 儿 的 第 i 个 初等 对 称 多 项 式 ， 则 定义 形式 表示 式 


T(= [Lyfe 1). 它 可 展 成 7: 的 形式 稳 级 数 ， 并 且 其 


中 对 称 的 齐 次 项 可 表 为 陈 类 c1，…，c, 的 多 项 式 . 设 下 是 XX 上 
的 一 个 解析 复 à BEIM EEDA. 26 (ISH, JA F 的 全 陈 类 也 可 形式 地 
记 为 [[ (1+ 6;)， 其 中 as e o WARM RET. REX 
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ch(F)= S164, RRA 下 的 陈 特征 标 ， 它 展 成 形式 震级 数 后 、 


一 样 可 将 其 中 对 称 齐 次 项 采用 从 下 的 陈 类 表 出 ， 它 们 是 X AOR 
个 维 数 的 上 同调 群 中 的 元 素 . 然后 我 们 定义 个 (到,FF) 为 形式 乘积 
chtFP)T(X) 在 尺 的 基本 同调 类 [多] 上 的 赋值 ， 它 只 由 第 ln 维 
ARTA. TCX, FP) RRA SFA 下 的 Todd 示 性 数 (Todd 
characteristic). Hirzebruch [Hz 2] 推广 的 定理 ， 现 被 称 为 Rie- 
mann-Roch-Hirzebruch in, yCX,Q(F))=TUX,F). 特别 ， 
当 n=1, 五 是 由 除 子 万 决定 的 复线 然 时 ， 这 个 公式 就 是 经 典 的 
Riemann Roch EH#. 1959 年 ， Atiyah 和 Hirzebruch | At-H 1] 
将 Riemann-Roch 定理 推广 到 任何 紧 的 实 微分 流 形 上 ， 这 时 已 经 
用 到 了 K HW. 后 来 Atiyah 和 Singer 在 1963 年 ， 对 任何 紧 的 
可 十 癌 微 分 流 形 上 的 椭 加 偏 微分 算 子 建立 的 指数 理论 ， 所 得 结果 
正 是 Hirzebruch 定理 的 一 个 推广 . 


$21.2 K 理论 简介 


— TA, K 理论 的 出 更 首先 是 由 Atiyah 和 Hirzebruch 在 
1959 年 LAt-H 1] FOUR BREAST HE, TZ [At-H 2] 中 得 到 
系统 化 的 . 读者 可 参考 [Hus] 或 [Ka]. 令 简 介 如 下 . 

EX 是 一 个 带 有 有 限 CW 复 形 结构 的 空间 ， 设 基 域 4 是 实 
UK R, SRR C 或 四 元 数 域 H，E (多) 表示 X LA À 向 量 
AMT PE AT SEA. EMRE Whitney 和 四 组 成 一 个 加 法 半 群 
(semigroup). EF, (X5 HERE E,CX)4Æ RÉ É 由 加 法 群 ,并 
be Q,0X Ft Fa (XYP É An Ep- & — 7 NITRENM TEE. 
NUE SM Ky CX) CARR K,(X)= Fat X) Qa X). 这 个 群 再 在 遂 
EAST E, CX) A Grothendieck 群 ， 而 且 有 -- 个 自然 的 半 群 
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lA 4: E(X) Kal), AZ AT. RR A Æ RC, 
WA MBAR ERBHOMEE,(X)RA—THEH (semiring), 
Mii TiK, (X) Æ TH, FA Ea KOR Grothendieck Fr, # 
征 一 个 满足 万 有 性 质 的 半 环 同 态 ， 民 s(X) 中 的 加 法 记 为 + HR 
法 记 为 x. 

于 是 我 们 得 有 限 CW SBS MLA Tee aT K. 
对 于 连续 映射 r: XY, HX, YARRA CW RBA 
构 的 空间 ， 我 们 有 自然 的 群 或 环 同 态 Ka(7): Ka Y) KaK), 
由 将 提升 为 向 量 从 的 拉 回 而 诱导. 

EX BAAR CW ZEHNTEN, ro X HEA. 
SE NATALIE KA (XR: PERAK, (ro) ROU 
FSHERMZ MRA ir imo! X eS Pi ak Pe] aR RK, Ci): 
K(X) Kalo) =Z. Rl x K,(X)4 Ka (DOH, CE 
及 ,( 义 ) 的 一 个 子 群 或 理想 , E Ki(X)= K,(X)OZ. 并 且 每 当 
运用 记 导 K CON, Zu] 并 是 理解 为 已 点 标的 【《 即 取 定 一 个 基 
AW). EX, MAER, CRAM, K,CX)M K(X) Bic 


fe KO, KO, K, K RKSP 和 KSP. 

设 My EE XD PATEAR, PX LATA 疝 量 从 的 同 
HE. 车 存 在 和 上 两 个 平凡 4 向 量 从 el Mc, PR Dei x 
es, WK E Hy BRE SUN (stably equivalent). KT tA 
等 价 的 一 个 等 价 类 称 为 X EJ — TREAMEN. FX 是 连通 
Wy, WX 上 所 有 稳定 A ABRAMS DUAR K(X). 

实 向 量 从 的 复 化 2: E Á sO E-TEFE RE i: ErtX) 
—EcX), ESHA i: KO(X)>K(X), E = 
di. 而 复 向 量 从 可 看 成 实 向 量 从 o: EE, WEYL o: 
K(X)-~KO(X) AK, PRA BAD ARR OSA, TS 
群 同 态 o: KSP(X)—~K(X). 

We x ELBEHEN. 设 全 陈 类 表 战 cf8E) SUU + y), 
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MIE RER ché) =Zexp 7,E H°(X:Q). HP OBA 
RR. Et ch: EX) HNO EI TK ME AS ch: KC X)— 
H*(X;Q). HAE ch 1: KOC X)~H"* (X;Q)5 ch p: KSP 
(X) A" OX; QO) icf ch. ME ch PREM BST K, AKT 
H*( ;Q 的 自然 变换 . 

E An AoA Oln), SFA BR, CH 
H, O,€n) SSI Olan), Una) Spln). 从 包含 关系 Oln) 
CO,Cn + 1) BoA 2a PR SB O,, E EM th RE Fr. 
x Bs ARO, 的 分 类 空间 . BOX, Y 为 两 个 空间 ， 用 记 导 (x, 
Y] 表示 从 瑟 到 了 的 所 有 连续 机 射 同 伦 类 的 集合 ， 而 用 记号 
[X, Y] 表示 从 点 标 空 间 X 到 点 标 空 间 了 的 所 有 连续 有 映 射 同 伦 
KEA., MAr R EEM, K(X)=[X,B, xZ], 
Ka(X)=[X,Bal. | 

对 于 有 限 CW EX (X, A), X/A REX KA 塌 缩 成 一 点 
所 得 之 商 空间 ， 并 取 沪 点 为 基点 . 令 Ki"(X,A)=KRR,(B"(X/ 
A)) n=0, 1,2, ++, HF mr En EI IE RE (N 
89.8). 如 此 ， 我 们 得 到 了 一 个 上 同调 理论 ， 它 满足 除 “ 维 数 公 
理 ” 以 外 的 所 有 上 同调 理论 的 公理 (20372, § 7.3). 

问 量 有 从 的 张 量 乘积 运算 诱导 了 了 尺 秽 【cross product); Ki” 
(XK,AJSK,"(Y,BJ>Ky"’"’(XxXY,XxBUaxry), Ë 
中 内 为 4 的 中 心 ， 它 对 开 说 是 及 ， 而 对 其 他 两 种 为 上， 4 A= 
RCE), ER (cup product) Ky "(X)COK,"(X)—=K 77 
(X), Ka "(XICOKG OX, AIP KA OM OX AERA RBG 
SPAHR A: XX x X ARSE BA 的 复合 . RERS i: 
KO "(X,A)~K "(XA PRE EAL. 陈 特征 标 ch: Ky "CX, 
A)>H' (3"(X/A);Q) 5S RMABMM HEXA) Qe 
"(XX,A;Q) 的 复合 仍 记 作 ch: Ky "(X ,A)J—H*" (X,A;0). 
AS ch Æ A Æ R% CRR EA. 
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$21.3 Bott 周期 性 定理 


Bott 周期 性 定理 在 K 理论 中 扮演 着 中 心 定 理 的 角色. 这 是 
Bott 在 [Bot 5] 中 陈述 的 . 
ec, BA 射影 曲线 AP! 上 的 典 则 ARAMA. DK ga € 
K (APH A=CHRRATE 
ge= Be) -1E K(S*)=K (x), 


an = Ol En) -1E KSP(S1) = KSP x) 
A 


ERT £u” BHE KO(SS)= KO 8x), 
HERRN Bott 生成 元 . 


Bott 周期 性 定理 (1) K(S?), KSP(S‘) RKO(S) BAH 
由 gcs ga À gr 生成 的 无 限 循环 群 . FF Ach( ge) = 05°, chiga) 
= 54 及 ch(gp) = 0, WOH o" € H" 2) REE MI. 
(2) KA 
K "(X A\OK* (2) K "’P(X,A), 
KSP-*(X,A)@KSP *( r) KO "W(X,A), 
KO7~"€X,A)@KO-§(x2)~KO ("78 (XA) 
IK Sea AY - . 
由 此 ; # a tax g, 得 Bott 同 构 : 
K_"(X,A)=K"(%*#?(X,A), 
KSP="{(X,A)=KO "+HP(X,A) 


KO "(X,AJZKO “** 8 (XA). 
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一 个 点 的 上 同调 Ki "(x)= Ka SS=, (Ba) = n, CON 
由 【Bot 4]」 给 出 (&# 820.1). 


§21.4 代数 K 理论 


代数 KK 理论 是 一 门 代 数学 分 支 ， 主 要 论 及 环 的 取 阿 贝尔 群 
AMS KK, ， 它 们 具有 某 种 广义 同调 理论 的 特征 .这 个 分 支 
MT Grothendieck À F Riemann-Roch 定理 的 工作 用 到 的 K 群 ， 
见 随后 A. Borel 和 Serre 的 文章 [Bor-S 3]. 接着 在 1964 年 ， 由 
H. Bas SIT |， 并 广泛 地 酬宾 了 Ko 5 K, [Bal, 2]. K ; 
是 由 Milnor [Mi18] 引进 的 ， 高 阶 K 理论 是 由 D. G. Quillen 
LQ] 以 及 其 他 人 从 不 同 角 度 构 作出 来 的 . 

代数 K 理论 与 许多 不 同 的 数学 分 支 有 密切 关联 ， 如 拓扑 学 ， 
代数 几何 以 及 数论 等 ， 紫 处 不 予 蒙 述 . 
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BOTH HERRN 


PREK AR RAR 20 世纪 60 年 代 微分 拓扑 学 的 主要 方法 ， 它 的 
创造 和 广泛 应 用 带 来 流 形 拓扑 学 的 重大 发 展 . 

这 个 新 技术 首 见 于 Milnor 1960 年 二 月 美国 数学 会 在 亚 利 骤 
纳 大 学 举行 的 第 二 届 纯 粹 数学 会 议 上 的 讲演 和 A. H. Wallace 
Ai— fa XE. Wallace PRIE fe PE A spherical modification, Milnor 
出 称 之 为 surgery， 并 说 这 是 在 n= 一 p+g+1 维 流 形 中 去 掉 一 个 
RAH p HERE mM PAM à HERR TM. 后 来 流行 采用 
surgery 一 词 ， 我 们 译作 换 球 术 ， AB Re TURE RAAB. [可 
AY, Milnor 还 说 ， 是 Thom 问 他 描述 了 surgery， 并 指出 可 用 来 
AEB ER. 

&Æ, Milnor 和 Kervaire 用 此 法 讨论 了 同 伦 球面 群 ， 实 际 上 
Æ #3, 的 情形 是 nn 维 扼 扑 球面 上 微分 结构 的 微分 同 且 类 之 
集合 . 

摘 球 本 的 进一步 发 展 和 和 推广， 由 美国 人 W. Browder, JRE% 
AS. P. Novikov 和 英国 人 C. T. C Wall 等 为 代表 

换 球 术 推 广 应 用 于 拓扑 流 形 问 题 ， 见 第 二 十 三 章 ， 而 在 4 维 
RY ache, ALS PAR. 
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§ 22.1 换 球 术 的 出 现 


Milnor Æ LMi 11] 中 首次 提出 换 球 本 概念 ， 仔 感谢 Thom 
癌 创 找 述 了 换 球 林 ， 并 指出 可 用 来 杀 去 同 伦 群 . Milner 的 这 篇 文 
章 的 标题 便 是 “ 杀 去 同 伦 群 -， 换 球 术 之 用 途 也 已 了 然 . 

换 球 术 的 基本 做 法 如 下 ， 设 De” 表示 欧 氏 空间 RA ' h hA 
Bao 为 中 心 的 单位 球体 ， 其 边缘 为 单位 球面 S*. RAMI 
Sex Si 可 看 成 

SP x pet} 
的 边缘 ， 志 可 看 成 

Det lx se 
Bae. 设 W 是 一 个 光滑 的 nn ENTE, ff: S? x Dow 
HE PITA HRA, n= 二 p+g+1. $ yW, NM RTE 

CW - #CS* xo De’! x S®) 

中 对 ue SP, EST, OM O11, 将 flu, Ov) 与 (fu, vw) 等 . 
BMP CMRI. yW, N E-THHNE. A W EAMH, 
Affe. MyW, D GÉRÉE, RES WO 
RE MM. 流 形 yW, DM BAM WT (pti, g+1) 型 
BR RITES. XH p 的 变化 范围 为 OS p<n. RARE À] p= 
-1&pHn, WHE (0, n+1) HARRIE WUS, Ww 
S'Æ (n+1, 0) 型 换 球 术 得 W. 

显然 ， 换 球 术 前 后 两 波形 地 位 对 称 . WW, DE 
MWw& ipti, 2+l) 型 换 球 术 而 得 ， 则 三 可 从 丈 经 一 个 
(atl, p+1) 型 摸 球 术 而 得 . 

Weco, W 是 一 捉 流 形 ， 使 得 每 个 厂 ; 1 是 从 W 经 一 
TERR., RIRWSW Er 等 价 的 . 
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一 个 重要 的 事实 是 ，x 等 价 就 是 协 边 . 两 个 光滑 的 闭 流 形 
(有 向 或 无 向 ) Æ y 等 价 的 ， 当 且 妈 当 它 们 是 属于 同一 个 《有 疝 
或 无 向 ) 协 边 类 . 因此 ，Stiefel-Whitney 示人 性 数 ，Pontragin 示 
性 数 和 导 差 等 均 为 换 球 术 之 不 变量 . 

设 全 是 光滑 的 有 ENTE, AEn, W) 是 一 个 同 伦 类 ， 若 向 
À fi SPX D* PW, 使 得 = f. C), RE. PRAHA 
nal SE X D7) 的 一 个 生成 元 Kone 2p +2, WARRE W 
=xCW,f}. WAR i< p fn, (W')=r,(W), 而 zs(W’) 同 
构 于 xz,(W) 关于 一 个 全 有 4 FRR. week, we 
WARA, AAT Ate% a 而 得 Ww’. 

于 是 ,为 了 应 用 上 面 的 做 法 ,关键 在 于 何 种 后 伦 类 AC 
rat WT FAP BRA SEX D ?一 W 表示 ? 

E n>2p+1, MH Whitney 媒人 入 定理 知 ， 存 在 PEA AH 
A. ABER, fy REREH AERA ff: Sx DT ?—Ww, MERE 
a TEA, 其 中 下 是 W 的 切 从 . 

KW apnar HEME. mM BSO(n) 表 旋转 群 SOn) 的 一 
THESE, FAT: W-BSO(n) E WRAHA" 的 分 类 映 
FH. MF TRA Sx DOW RRA, SAMY TBS 
的 同 态 工 , : nm, (Won, (BSO(n)) Bika. FRR KA, 
当 a2 而 1 所 pp 守 n 人 2 一 1 时， 每 个 光滑 的 紧 有 向 n BMRB y 等 
价 于 一 个 流 形 W, ERE EEEN., HEEM T 
AUS TT": n,(W})—n,(BSO(n))E— TA. ILES, {R 
的 这 一 半 维 数 的 可 用 换 球 术 杀 去 的 同 伦 类 已 经 都 杀 完 . 

即使 在 低 的 维 数 ， 如 果 不 再 附加 条 忻 ， 一 般 是 不 能 杀 光 一 个 
een. 我 们 称 We pe he, MRAM r 与 一 个 平凡 
线 从 = BJ Whitney MB 是 平凡 从 .证 如 n HAE S 是 一 
个 < 流 形 . 这 种 流 形 的 低 的 一 半 维 数 的 同 伦 群 可 以 被 杀 光 ， 即 任 
RA n Ee ME W Ey 等 价 于 一 个 [2-1] 连通 的 r 流 
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E. H&HE n WEKA PRIT ARE RRR, 并且 所 得 
HEARE n 流 形 ， 从 而 换 球 术 可 以 继续 进行 ， 直 到 所 得 流 形 是 
[22-1] 连通 的 . 

换 球 术 的 施行 对 象 还 可 以 推广 . 我 们 称 W ER 可 平行 化 的 ， 
如 果 它 的 切 从 在 它 的 某 个 三 角 前 分 的 点 维 上 骨架 上 的 限制 是 平 几 
的 ， 特 别 ， 每 个 可 定向 的 流 形 都 是 1 ÉTÉ. RENTE 
W 是 & 可 平行 化 的 ， 则 WW 是 x 等 价 于 一 个 平行 化 的 流 形 ， 它 
E min (2, [n/2—-11]) Æ AI. 

留 下 来 的 国难 是 在 中 间 维 数 . PUIS 4 — 2 M2mt lite 
=m At, MPRA m 维 的 同 伦 类 ， 是 一 个 不 简单 的 任务 . 


§22.2 同 伦 球面 群 


Milnor 和 Kervaire 于 1962 年 在 |Ke-M] 中 应 用 $22.1 的 
方法 研究 了 同 伦 球面 ， 这 实际 上 是 在 nx 关 3，4 的 情形 ， 计 算 了 
n 维 拓扑 球面 5S" 上 微分 结构 的 微分 同 且 类 之 集合 . 

从 两 个 连通 的 光滑 的 n MM ES EE — TH BR, OR 
后 将 留 下 的 两 个 边缘 用 一 个 微分 同 胚 煌 人 台 ， 可 得 一 个 连通 的 光滑 
流 形 ， 称 为 那 两 个 流 形 的 连通 和 . 若 所 给 的 两 个 流 形 均 为 有 向 
的 ， 则 取 一 皮 向 微分 同 胚 来 精 合 ， 可 从 两 流 形 的 定向 得 到 连通 和 
的 定向 .在 相差 保定 向 的 微分 同 胚 的 意义 下 ， 连 通 和 运算 是 良 定 
的 ， 结 合 的 和 交换 的 . 并 自 ， 在 连通 和 运算 之 下 ,标准 球面 5 
BEC. 

一 个 光 请 的 闭 n 维 流 形 称 为 一 个 同 伦 ， 维 球面 ， 如 果 它 具 
有 球面 S 的 伦 型 .两 个 同 伦 n 维 球面 的 连通 和 述 是 一 个 同 伦 ? 
维 球面 . 连通 和 运算 可 以 过 渡 到 A HER. Mie > 
维 球面 的 h 协 边 类 在 连通 和 之 下 成 为 一 个 阿 贝尔 群 ， 记 作 O. 
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MAES BE: 4x ASHE 日 , SBIR. 
原来 计划 该 文 的 第 二 部 分 将 给 出 nn HM 18 的 所 有 和 群 ©, 的 
ran F: 


2 3 4 5 6 7 E 9 10 11 12 1314 15 16 17 18 


1 1 ? I 1 1 28 2 8 6 992 1 3 2 16256 2 16 16 


但 他 们 一 直 未 能 发 表 这 第 一 部 分 . 直至 1983 年 斯 普 林 格 出 版 社 
的 Lecture Notes in Math. 1126 &, Algebraic and Geometric 
Topology Proceedings, Rutgers 1983, HE Y J. P. Levine 9X 
A [Lev], KPR T LE RAWE. Levine 说 ， 他 相信 这些 
内 容 是 当初 Kervaire 和 Milnor ER EI A LARR LT PR 
表 的 . 

[Ke-M] 和 [Lev] 中 的 论 让 和 计算 很 精彩 ， 将 代数 拓扑 学 
和 微分 拓扑 掌中 座 刻 的 知识 运用 于 流 形 的 拍 扑 学 ， 悼 现 了 换 球 术 
这 个 新 技术 的 强大 威力 . 

值得 强调 指出 的 是 ， 基 于 广义 Poincaré 猜测 和 天 协 边 定理 
TE ns HU, M n3, 4 Ai, À ©, AWS Eh a 球面 
Ss ERA XF AID ARB SRT. À 日, MARIE, x 
PREE EPA 2 A A OR oD BRO CE A A, So #3, 4 
AK18 时 其 个 数 如 上 和 表 中 所 列 ， 


§22.3 流 形 的 同 伦 类 定理 


从 1962 年 开始 ，W, Browder! Brd 2] 和 5. P. Novikov 
[Nov 1, 2, 3, 5] EI T RRRA, AR RIE ACIS Ie E 
Ww. T HR R Mi. EECT.C. Wall h MARTHA [Wa 6, 
7, 8], I ZTE EE BPA RT AE, E SSE RE M 
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的 情形 . 甚 目的 是 为 了 对 给 定 的 流 形 的 同 伦 类 进行 分 类 . 

我 们 先 从 拓扑 学 分 类 的 困难 讲 起 . 粗略 看 来 . 拓扑 学 的 目标 
是 找到 一 个 办 法 ， 可 以 判断 任何 两 个 对 象 ， 例 如 空间 ， 多 面体 或 
流 形 ， 它 们 是 否 同 胚 或 微分 同 胚 等 ,但 随 着 二 十 世纪 现代 数学 的 
进步 ， 人 和 们 已 经 认识 到 基 些 数学 问题 是 不 可 判定 的 ， 小 A. A. 
Markov 在 1958 年 国际 数学 家 大 会 上 宣布 [Ma2], 因为 尾 何 一 
个 有 限 表 出 群 均 可 充当 4 维 及 以 上 的 * 维 闭 组 合流 形 的 基本 群 ， 
而 有 限 表 出 群 的 同 构 问 题 是 不 可 解 的 ， 因 此 高 于 3 维 的 任何 维 数 
的 组 合流 形 的 同 胚 问题 是 不 可 和 解 的 ， 从 而 高 于 3 维 的 多 面体 的 同 
肛 问 题 是 不 可 解 的 ， 并 且 拓 扑 空间 的 同 肛 问题 也 是 不 可 解 的 . 

一 个 自然 的 做 法 是 ， 针 对 一 个 给 定 的 比较 小 的 类 来 进行 分 
#2, Poincare 的 著名 猜测 就 是 一 个 这 类 的 问题 ， 它 这 ,三维 的 闭 
MB PS B= HR H A fe Er AIMÉ RAA, AXES 
尚未 解决 ，MiInor [Mi 4] 的 7 了 维 翌 球 面 的 发 现 ， 就 是 针对 7 维 
拓扑 球面 或 组 合 球面 上 的 光滑 结构 进行 微分 同 有 旺 分 类 ， 是 这 个 方 
面 的 第 一 个 定理 . 前 面 $22.1 和 #22.2 中 谈 到 的 换 球 相 之 应用 ， 

W. Browder [Brd 2] MS. P. Novikov | Nov 1, 2, 3! £€ 
广 了 人 上面 的 做 法 ， 得 到 光滑 流 形 的 同 伦 尖 定 理 . IX ET 
连通 的 m 5 AES Poincaré 复 形 ， 即 满足 Poincaré 对 个 定理 的 
CW 复 形 . H 7 EUX AIR SH WRAK HAM SABA, 
K >m +l, T{n) 为 7 的 Thom 空间 ， aen„“x(Tin)) 满足 上 
(NUn SLX], HP h: npo (Tino Hark (Tide 
Hurewicz R&, U, € H (T Cn)) Thom 类 ， 使 得 门 Up: 
Haik Tp) Ha (KÆR. (1) 如 果 m 是 奇数 ， 或 (2) 
WR m= 4k E Lilpilgy m, Bla DTX]I=4CX), Æ 
FR L, 为 Hirzebruch SHMA, (2M 818.4), 7 为 X ERB) m FR 
HRA, ER nOn EF, of X) ARB X WHS CX; Q) 
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EB (xUy, [IX D ARZ REAN S, [X] 为 H„u(X) 
中 的 定向 类 . 则 存在 一 个 同 伦 等 价 jf: M°—X, RAP M” 是 一 
TRAH om EE, E Me Cs" Rk RAL = fn), # 
E 了 可 在 由 a 表示 的 法 协 边关 中 我 到， 这 个 定理 对 于 相对 的 情形 
是 由 Wal 得 到 的 [Wa 6]. 

对 非 单 连通 流 形 施行 换 球 术 ， 也 是 W. Browder [Brd 1], 
S, P. Novikov [Nov 5] Al Wall [Wa 7] 首先 进行 的 .Wall 的 
书 [Wa8] MÆRKE., IHRES, IEAk M Ig. 

非 单 连通 流 形 的 换 球 术 在 拓扑 流 形 癌 题 的 研讨 中 起 着 重要 作 
用 ， 这 是 下 一 章 介 绍 的 内 容 ， 而 在 4 EE, RO SEER ES ee 
摘 球 术 的 应 用 ， 则 是 20 世纪 80 年 代 拓 扑 学 的 重 太 笑 破 之 一 ， 请 
读者 参考 第 二 十 六 章 . 
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第 二 十 三 章 ARENA 


自 20 世纪 50 年 代 中 期 Milnor 发 现 7 维 怪 球面 后 ， 光 滑 结 
构 的 存在 性 及 分 类 便 成 了 微分 拓扑 学 的 中 心 议 题 . 进而 扩大 为 研 
究 拓 扑 流 形 上 的 组 合 结构 的 存在 性 各 分类， 包括 主 猜测 对 流 形 是 
Fe AN. 这 些 问 题 统 称 拓 扑 流 形 问题 . 

在 1958 年 国际 数学 家 大 会 上 Thom 建议 ， 有 关 流 形 的 光滑 
化 的 分 类 应 当归 结 为 某 种 从 的 截面 分 类 问题 . TRAM 
启发， 为 随后 20 华 的 拓扑 学 史 所 印证 ， 并 使 大 允 数 问题 获得 本 
质 的 解雇 . 

在 拓扑 流 形 问 题 的 研究 中 ， 非 单 连 还 波形 的 换 球 木 起 着 重要 
作用 ， 这 是 S. P. Novikov AMIE), MAIS, EF 
测 和 流 形 的 有 理 系 数 Pontrjagin 类 的 拓扑 不 变性 等 . 

在 这 个 领域 里 ， 那 一 时 期 作出 过 重要 贡献 的 人 很 和 多， 其 中 如 
M. Hirsch, R. C. Kirby, R. Lashof, I. Masden, B. Mazur, 
R. J. Milgram, Milnor, J. Munkres, M. Rothenberg, L. 
Siebenmann, TRACER A. 


§23.1 拓扑 流 形 间 题 


为 说 清 什 么 是 拓扑 流 形 问题 ， 我 们 先 回 忆 和 什么 是 拓扑 流 形 ， 
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组 合流 形 和 微分 流 形 . 

一 个 {无边 的 )n 维 拓 扑 流 形 (topological manifold) M” 是 
ARAR EH] Hausdorff SH), EA — AEM U 太一 
个 映射 族 fous, EI p 是 将 U, FIRE R 中 的 一 个 开 子 
E. 这 样 的 偶 对 (U, Ho) PARKS (chart), MR (U, 
a 称 为 一 个 图 册 (atlas). WRH E R RM RE = i(xl， 
0|， 则 M" 称 为 一 个 带 边 的 4 IRAN, A M 
Mia MM” 是 一 个 无 边 的 {nn 一 1) 维 拓扑 流 形 ， 它 由 M” 中 所 
有 对 应 于 R” "x0CR' 的 点 组 成 ， 一 个 带 边 的 n 维 拓扑 流 形 M" 
是 一 个 无 边 的 n 维 折 扑 流 形 ， 如 果 它 的 边缘 流 形 anf” =o, 

一 个 {无边 的 或 带 边 的 )n AEP Sh TE M" 大 是 一 个 多 面体 ， 
并 且 其 单纯 二 角 谢 分 的 每 个 项 点 的 星 形 均 组 人 台 等 价 于 一 个 了 维 
单 形 ， 则 称 为 一 个 (无边 的 或 带 边 有 的}n 锥 组 合流 形 (cambina- 
torial manifold). —T (无边 的 或 市 边 的 } n 维 拓 扑 流 形 M” BR 
为 一 个 分 片 线 性 nn 维 流 形 (piecewise linear manifold), # E 8 — 
个 图 册 ACU. el, 使 得 对 任意 和 /映射 meer 
(UU), (UU) 是 分 片 线性 的 ， 分 片 线性 流 形 可 以 
ZAHA. Ha HERTEN S ot THA mE. 

一 个 (无边 的 或 带 边 的 ) n 维 拓 扑 流 形 MF FU Ta AEC” 
微分 流 形 【differentiahle manifold}, TE — TH I(t 如， 
gpa)i， 使 得 对 任意 4 Mu, pegi g UNU )e (UN 
Ue C tare ih. IAE > 到 1 或 到 .这 种 图 册 的 一 个 极 天 化 也 
是 一 个 这 种 图 册 ， 称 为 M 十 的 一 个 微分 结构 《ditferentiable 
structure)， 这 里 值得 注意 的 是 ， 对 不 间 的 7 宇 1， 所 得 C 微分 结 
构 按 定义 是 不 相同 的 . 但 可 以 证 明 ， 和 若 给 了 一 个 erl 微分 
结构 ， 则 对 任意 >r = co, FEN CC MINUTE 
— Co 微分 结构 .这 说 明 , — Ua > — t+ OC! Mara, rel, 
我 们 可 以 任意 提高 微分 结构 的 连续 可 徽 的 阶 ， 甚 至 到 C~. 这 个 
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事实 的 认定 在 1960 年 以 前 属于 口头 文学 ， 后 来 被 写 人 [Mor 4]. 
读者 可 参考 LMu 6j. 今后， 有 时 为 了 方便 ， 取 微分 结构 之 阶 为 
CT, MIRAN AY. 

AT. RATA TOP 流 形 表 拓 扑 流 形 ，PL mae te ot H R tE 
流 形 或 组 合流 形 ，DIFF 流 形 表 微分 或 光滑 流 形 . 

RIRE PRS ARIE BR. KEITEN, HS 
流 形 和 微分 流 形 都 是 拓扑 流 形 ， 它 们 是 在 拓扑 流 形 上 附加 组 合 结 
构 和 微分 结构 而 成 ， 我们 自然 会 问 种 种 有 关 组 合 闭 构 和 微分 结 攀 
之 存在 性 和 唯一 性 问题 . 

1， 给 定 了 一 个 拓扑 流 形 ， 其 上 是 否 存 在 组 合 结 构 ， 即 是 否 
它 有 一 个 三 角 训 分 ， 使 之 成 为 组 合流 形 ? 如 果 存 在 组 合 结 构 ， 那 
么 它 的 两 个 司 它 成 为 组 合流 形 的 三 解剖 分 是 否 组 合 等 价 ， 即 是 否 
FRET SE AIT EUR IT EHRE SS HRD? RE 
K TF IE AY EE M (Hauptvermutung), Œ Steinitz 于 1908 年 
[Stei] 正式 写 出 . HUE, Poincaré 有 大 其 同时 代 人 心中 断言 这 
一 问题 的 管 案 为 “是 ”， WAE Poincaré 的 系 到 论文 中 ， 凡 用 组 
侣 结构 未 达 出 的 量 或 事实 ， 容 易 证 明 其 为 重 分 不 蛮 的 ， 便 被 断言 
为 招 扑 不 变量 如果 关于 流 形 的 主 猜 测 是 将 定 的 ， 则 还 应 当 回 管 
在 给 定 的 拓扑 流 形 上 有 和 针 少 不 同 的 组 合 结 构 的 组 合 等 价 类 . 

2. 给 定 了 一 个 拓扑 流 形 ， 其 上 是 否 存 在 微分 结构 ? 如 果 存 
在 微分 缚 构 ， 是 否 必 定 了 唯一 ? MRA, MA eb? 

3， 给 定 了 一 个 微分 流 形 ， 其 上 是 否 存 在 与 给 定 微分 结构 相 
容 的 组 合 结构 ? 如 果 存 在 ， 这 种 组 合 结 构 在 组 合 等 价 之 下 的 类 是 
GEHE? BUFR ARE, WA ecb? 

4. SE ST—-TPHARE, REGER T ES fA tA tH 
容 的 微分 结构 ? RAA, AA ee? MAR 
É—, WFS? 

历史 的 发 展 是 这 样 的 . 到 20 世纪 50 年 代 初 期 ， 已 经 证 明 ， 
给 了 C(r21) MAN, 则 存在 组 合 结构 与 之 相 容 ， 即 在 该 三 
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fy FA 4) 14 9 PAE kaama OC 非 退 化 的 ， 而 县 任何 两 个 与 
同一 个 微分 结构 相 容 的 组 合 结 构 是 组 合 薛 价 的 ， 这 就 是 训 ， 问 题 
3 已 获得 解答 ， 存 在 性 和 唯一 性 者 成立. 并 且 相 容 性 的 说 法 已 表 
RASE UT, SE LEE RÉNALE RER ATH RAS, 
BRERNIEHZ. PBs ch AIN SEM AR SAAA A 
AB. ERE Cairns [C 2, 5] MJ. H. C. Whitehead [WhH 
4] 的 工作 ， 读 者 可 参看 [Mu 6]. Bo, SER, n«3, 
三 种 范畴 重合 ， 并 且 组 合 结 构 和 微分 结构 均 唯 一 . nl 的 情形 
容易 . n=2 的 情形 ， 二 维 流 形 可 三 钊 谢 分 为 组 合流 形 问 题 由 
Rad6[R] # Æ, — RIK M A C. Papakyriakopoulos 
[Pa] 证 明 . 比较 难 的 是 nx = 3, 有关 三 角 旗 分 和 和 主 猜 测 首 先 由 
Alexander [Al 10] 和 Cairns [C 5] Wie, BIERENE. 
Moise [Moi 1]. 此外， 对 部 =4， 问 题 4 可 得 到 部 分 回答 ，4 维 
组 合 结 构 上 存在 唯一 的 与 之 相 容 的 微分 结构 ， 因 此 对 4 维 而 言 ， 
组 合流 形 等 于 微分 流 形 . 这 是 Cairns 在 1944 年 证 明 的 [CA]. 
AT 4 维 的 进一步 发 展 ， 读 者 可 参见 第 二 十 六 章 . 

20 世纪 50 年 代 中 期 ，Milnor 的 7 维 怪 球面 LMi 4] 否定 了 
微分 结 梅 的 瞧 一 性 ， 接 着 Kervaire [Ke 2] 否定 了 微分 结构 的 在 
在 性 ， 进 而 Kervaire 和 Milnor @ FH n RES" EM Saas 
RASA [Ke-M]， 即 问题 2 有 了 本 质 的 进展 . 

到 20 世纪 60 年 代 中 期 ， 问 题 1 和 问题 4 除 很 低 维 数 外 ， 基 
本 未 动 ， 即 4 BW LEHNEN ZRH DR ES ERS 
Li EÉN À MI AIRES LIRE, MF, RGO 
te DTA) "Herne". 
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823.2 微观 从 和 Pontrjagin 类 不 是 拓扑 不 变 的 


Milnor 于 1964 FÆRT [Mi 15]， 其 中 建立 了 微观 从 理论 ， 
其 目的 旦 想 对 于 没有 微分 结构 的 拓扑 流 形 给 出 类 和 似 于 “ 切 从 ”的 
事物 ， 

一 个 微观 此 (microbundle) 2:— TA 

BE +p. 
由 下 列 给 成 : 

(1) 一 个 拓扑 空间 B FH RS A; 

(2) 一 个 拓扑 空间 下 = ECD) 称 为 全 空间 ; 

(3) 连续 映射 i 和 j OPRAH MRA. SAR Fei 要 
求 等 于 B 上 的 恒 同 映射 .并且 还 满足 : 

DRENA HERH LEBTE HF U Mile) 
HT SE V, iil UCV, FOVICU, 满足 V RAR FU x 
R” # Hit A RR EP it Bh ee ie 

; | VW 
Use | ee 
Sue 
其 中 x0 表示 内 射 utlu, 0), m pi 表示 投射 pitu,x)=u.# 
un KY (或 等 于 ) P ARTE AT EL TI RR. 

Fog SE MOAR ie + CHE), Whitney MOSER. 

BERR An ARMEM EIRE — PMMA El. if 
M 是 一 个 Er, A: MMS M EX ARS, NM 
SM XM M 组 成 一 个 被 观众 ， 称 为 M A TA M (tangent 
microbundle)， 并 记 作 iu. 
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类 伺 于 向 曹县 的 K 理论 (SNA Lt A), SOW ADP al 
MAES, RUBE. ARESE B 上 的 微观 从 的 
稳定 类 在 Whitney 和 运算 之 下 成 为 一 个 阿 凡 尔 群 ， 记 作 KTOP 
(B}， 于 是 由 向 量 从 § 的 稳定 类 (&) 到 其 基础 微观 从 |&| 的 微观 从 
稳定 类 给 出 自然 变换 KO(B) >KTOP(B). 

微观 从 的 重要 功用 之 一 ， 是 可 用 来 讨论 站 消化 问题 ，Milnor 
在 这 篇 文章 中 ， 有 下 述 光 滑 化 定理 : 

M 是 一 个 拓扑 流 彤 ，< ZUM IE SMART EM. 
对 于 某 个 充分 大 的 zy fA, HE MXR RÉ HIDE, EIG 
MXR 的 切 从 同 构 于 & 与 平凡 从 et WER EX ce? 的 充 要 条 件 是 ， 
M 的 切 微 观 从 :wv 稳定 同 构 于 |#1. RAT, RRP E 
为 zm 的 微观 从 稳定 类 (zy) 在 同 态 KOCMD) 一 KKTOP(M) 之 下 是 
LEITER. 

BJE., Minor 42 T—-SAME. HLA Br, 
内 而 得 知 其 Pontrjagin 示 性 类 不 是 拓扑 不 变 的 . 其 构 作 概述 
W F. 

HxX=SP UU eA 4n 1 EREA AARE g 的 
et 4n 维 胞 腔 e** 而 得 的 复 形 ， 其 中 如 之 1，4 为 一 可 
URE (22771 2j) num (B,/n) MR, KE D, 是 第 nw 个 
Bernoulli ., MM num (B,/r} 是 当 将 B,/n RCRA TAA Ag 
分 子 . AUHER, KOX) 是 q MERE, RRA KO (X) 
~KTOP(X) BEA. WX RARER SER”, GU BX 
的 以 各 为 收缩 核 的 一 个 开 郭 域 . 带 有 通常 光滑 结构 的 U 是 可 平 
行 化 的 ， 但 由 前 述 光 滑 化 定理 ， 当 在 A RE U x RICOR” "FFT 
重新 光滑 化 ， 使 得 U xR 不 是 可 平行 化 的 ， 这 是 因为 KOLU) 
—KTOP(U) 的 核 中 有 非 零 元 ， 记 为 Cy) 天 0， 它 可 充当 光 
AL (6). 如果 g>2n, Mn =2, g=7, W| af iE H 
palce) 天 0， 这 说 明 重 新 光 消 化 所 得 Pontrjagin 类 与 通 带 光 
滑 化 的 下 一样 ， 由 此 可 见 ，Pontriagin 示 性 类 不 是 拓扑 不 变 的 ， 
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当然 ， 微 分 流 形 的 切 从 也 不 是 拓扑 不 变 的 . 

接着 J. Kister [Kis] 证 明 ， 微 观 从 都 是 具有 以 Holan) 为 
结构 群 的 纤维 从， 其 中 Holz) AR 到 自身 的 所 有 保持 原点 不 
fi AY) [er] EE HAT TRE. 

关于 Pontrjagin Æ ii {É fa tg HH, 模 3 和 模 4 Pontriagin 2 Æ 
拓扑 不 变 的 [Wu 9], ia Pontriagin 类 是 组 合 不 变 的 [Ro 
Sv] [Th4]. 于 是 、 最 令 人 注目 的 问题 是 有 理 Pontriagin AS 
是 拓扑 不 变 的 . 这 个 问题 的 管 案 是 S. P. Novikov 的 贡献 [Nov 
4]， 他 证 明了 有 理 Pontrjagin 类 是 拓扑 不 变 的 ， 这 是 20 世纪 60 
年 代 括 扑 学 的 重大 成 就 之 一 ， 


823.3 组 合流 形 的 光滑 化 及 协 合 分 类 


光 谓 化 理论 是 有 关 分 片 线性 流 形 CAA RIE) Loewen 
寻求 和 分 类 问题 的 研究 ，M. Hirsch 和 Mazur 在 1963 年 在 石 发 
展 了 这 一 理论 [HirM 2] Maz-P]， 特 别 可 参考 [HirM-M]. 

光 请 化 的 分 类 所 采用 的 等 价 关 系 不 是 微分 同 肽 ， 而 是 较 强 的 
BE (concordance): M 上 的 两 个 光滑 化 是 协 合 的 ， 若 它们 能 够 
REF MXIT EASE. 这 个 关系 有 比 微分 同 肛 更 好 的 
ER FE, AA SAS Cisotopy) 是 一 样 的 ，M 的 两 个 光 
ba, 8 RIAA, FREMDE M M; 是 分 片 可 徽 同 痕 
FERRÉ) lu: MM. 

Thom 于 1958 年 的 国际 数 党 家 太 会 上 建议 [Th5], sete 
的 分 类 应 归 妾 为 某 种 从 的 截面 的 分 类 ， 这 个 想法 实现 如 下 . 

首先 ，Munkres [Mu 1, 2] 对 某 些 光 滑 化 问题 建立 了 阻碍 
理论 ，A. Gleason 则 证 明了 (未 发 表 ，1959 年 ) 每 个 可 缩 的 开 
的 分 乒 线 性 流 形 都 可 光滑 化 . Milnor IE, ASEAN ABE 

244 


EM 二 的 所 有 光 光 化 的 协 合 类 的 集 台 记 作 > CM), MAS" 
At, (57) MT r,(PL/O). 这 提示 Thom 说 的 那 种 从 的 红 
维 应 当 是 PL /OQ， 其 中 O MPL 分 别 表 示 正 交 群 Ok) Mahe 
PERE PLR) 的 顺和 间 极 限 . Milnor 接着 发 明了 微观 丛 ， 并 证 有 明了 
一 个 兴 滑 化 定理 (24 $ 23.2), M. Hirsch [HirM 2], Mazur 
和 Poenaru [Maz-P] 则 证 明了 稳定 性 定理 : Y CM) 一 一 对 应 于 
F{MXR). 这 个 结果 被 用 来 验证 了 Milnor 的 猜想 ， 这 也 就 实现 
T Thom 的 想法 . 

下 面 着 重 介 绍 M. Hirsch À Mazur 在 [HirMM] Pay =e 
ME. 

我 们 约定 ， 对 n ERARA, KBA GL(n). R E= 
(E, p, B, 8) A— HEA, FRZ EA E mH HEM P 
中 的 转移 函数 g 均 为 分 片 光滑 的 ， 即 在 U, 0 U, 的 某 个 三 角 齐 分 
LT, TAE ES AIR. WAM AS CRE, ic A 
PD. -TBRAFD 图 册 ， 称 为 一 个 PD 向 量 从 结构 . GM EM 
INR, E=(E, p, M, ©) Æ M 上 的 一 个 问 量 从 . Ko 
MM 上 的 一 个 冰 滑 结构 ， 盏 的 一 个 子 图 再 DSCOEMRAE Aa 
ZELMA At, GR OY PA BY gc: UN U, — 
GL On TGA à 中 是 光滑 的 © 中 一 个 最 大 的 a 之 上 的 光 . 
WAMBO RMAC Ha 之 上 的 微分 从 结构 ， 它 的 存在 性 各 唯一 性 
不 难 证 明 . 设 M 是 PL MIE, HE à 是 PL WE M 的 一 个 光滑 
化 ， 则 a 2 EMP thor ler (CE, p, M, ©) WIC AIM 
P. BAM—H PD MBAS Da. 

tt M 是 一 个 PL MIE, WA # CM) Faas M 的 所 有 兴 请 化 
之 集合 ， 并 且 用 FM) AR SM) 的 协 合 等 价 类 所 成 的 集合 . 
He 是 一 个 光滑 化 ， 则 用 le] ie 的 协 合 等 价 类 . 

HV E+ PL 流 形 ，M 是 V 的 PL FRE. (V, M) 的 
一 个 线性 化 是 一 个 PDWEME-(E, p, M), HR: (1) E 
是 M 在 YY 中 的 一 个 邻 域 : (2) p: EM EAk; (3) 
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从 VAE EAS PLATIS ERA. OV, M) 的 所 有 线性 化 
之 集合 记 作 L'OV, M). OV, M) 的 两 个 线性 化 & = (E; P; 
M), i=0, 1, RAM, AA (VXI, MXI) 的 线性 
Ab &E=(E, p, MXI), ERMNTMEHRTIRWUV, plo, 
Py=(plxe), i), 对 于 rE{WXG)NE, i=0, 1. (V, M) 
的 线性 化 的 等 价 类 之 集 人 台 记 作 Y OV. M). 再 由 序列 

ZW, MLF(CVXR,MXO)= eS (VX R°,M X0)—-., 
EIRE BR OA (CV, M) 的 稳定 线性 化 之 集合 ， 记 作 LCV, 
M), #Ħ s: LV, M) »#.(V, M) BERRES. 

Fe, À M 是 一 个 无 边 的 PL ME, ic Mac MX M 为 对 
AR. 则 以 下 三 个 陈述 基 等 价 的 : Ca) M Ba Xi CHI, (b) 2 
(MxM, Ma) #2, (ce) LÜMXM, Mi) #2. 进而 对 于 
AN PL 流 形 M EME THÉ Ha, AWM (MXM, Ma) 
EM TRE, A xt dE EU SoBe M le RE PR, ith Exp: 
FM) (MX M, Ma), HIERT Exp Etui. 

All FERIA CRou-S) 可 将 分 类 问题 转化 为 同 伦 论 . 一 个 9 E 
RM (q-block bundle) &|K 由 全 空间 Er(#&) MBH KHR, u 
得 KICE(E) 满足 下 述 条 件 : 

(i) 对 于 每 个 HERE CK, HE-Tin + og HERA BZ, 
CE(E) EB. EP I). HPS Fo, LAR, 

GD EC&) 是 所 月 块 的 并 集 ; 

GID 热 的 内 部 是 互 不 相交 的 ; 

iv) WL=eofgs. MANA BAL HE ARR. 

WR V EPLE, MEV Y--b+ARR PTR, MM 
在 VW 中 的 一 个 正则 邻 域 决 定 了 MM 上 的 法 块 从 的 一 个 同 构 类 ， 此 
醒 构 类 与 正则 邻 域 的 选取 无 天， 

n 维 块 从 作为 多 而 人 司 范 睛 上 的 图 子 , 是 : :个 同 伦 图 子 , 并 且 有 


分 类 空间 B PL(n), 它 可 着 作 一 个 半 单 纯 群 PL(n) 的 分 类 空间 . 
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对 PD WMRMR= Aes}, Shee 1,: BO(n)> 
BPL(n)， 它 可 看 作 一 个 以 PL(n)/O(n) 为 纤维 的 纤维 化 ， 设 


f: MB PL(n)Æ M EV 中 的 法 块 从 的 分 类 映射 ， 则 (VV,M) 
的 线性 化 的 等 价 类 一 一 对 应 于 f 到 1, 上 的 提升 g: MBO(n) 
的 同 伦 类 . 


将 自 热 包含 BPL(n) 一 BPL(n + 1) 过 渡 到 顺 向 极限 ， 得 块 
从 的 稳定 等 价 类 的 分 类 空间 ， 记 作 BPL. (V, M) 的 稳定 线性 
化 的 等 价 类 一 一 对 应 于 A: MoBPLE|:: BO 一 B PL 上 的 提升 
g: M= BO, Ap ¢ EM +B PL(n) —-BPL RM, Mi 
是 lt, | POM ER. 上 可 看 作 一 个 纤维 化 ， 以 PIL /O 为 纤维 . 


对 于 一 个 无 边 的 PL 流 形 M, fu: M—BPL%X Mad 
Mx MM 中 的 法 块 从 的 分 类 映射 设 (M) > MOAR AY, Hr: 


BOB PL RE UAL. WOM 上 的 光滑 化 的 协会 等 价 类 


六 (2M) 一 一 对 应 于 以 PL/O 为 纤维 的 从 6(M) —M 的 截面 的 同 
伦 类 ， 特别， 车 M 是 可 光滑 化 的 ， 则 M 上 的 光滑 化 的 协 合 等 


价 类 (MD) 一 一 对 应 于 上 映射 的 同 伦 类 上 集合 IM, PL/O]. 
823.4 三 角 放 分 与 主 猜 测 


直到 20 Ha 50 ER, ARE = BE Stas 

对 一 维 以 下 获得 了 证 明 (ZW 823.1). 4 1956 年 Milnor 造 出 

Er 7 维 球面 后 ， 再 次 对 这 些 问 题 产 牛 了 强 负 兴趣， Milnor 于 
247 


1959 年 否定 了 对 6 维 以 上 多 面体 的 主 猜测 [Mi 9]， 于 是 流 形 的 
主 猜测 格外 引 大 注目 . 不 过 ， 这 个 6 维 以 上 多 面 蛋 的 主 猜 测 之 否 
E, ERE TOPO 的 第 一 个 非 平凡 网 伦 群 是 mi TOPO) = 
ZA2ZE， 而 那个 7 维 怪异 球面 意味 着 第 二 个 非 平 凡 的 是 zt TOP/ 
O) =2/287. 

三 角 前 分 与 主 猜测 对 5 EL LRT ON GE, EH Kirby 和 
Siebenmann 完成 的 . 许多 数学 家 在 这 个 解决 过 程 中 作出 了 贡献 . 
标志 性 的 交 献 有 [Kil], [Ki-S 1, 2, 31 上 友 其 中 引用 的 某 些 
文献 ， 

我 们 用 CAT (Cn) 表示 R” 的 保持 原点 的 CAT ER IE RR A 
半 单 纯 群 ， 其 中 CAT= TOP, PL È DIFF. WOEHDIFF(n)= 
GL(n)}=O{n). 我 们 还 用 BTOP(2)}, BPL(n) 和 BO(n) 分 
别 表 示 对 应 的 群 的 分 类 空间 . KAT n EN TOP MM, HE 
MEHR A ty, NAEH Ef: M—BTOP(n). MEER 
AIDA PL WE, BRFSS 了 能 否 提 升 到 BPL (nn) 一 
BTOP(n} 上 上 上， 这 是 一 个 以 TOP C2)/PL (On) AA EY SF AE AE. 
一 个 基本 事实 是 : OF nes, 稳定 化 映射 :x (TOP(n)/PL 
(nn (TOP Un +1)/PL(n +1) BIW, #FHEr,(TOP(n)/ 
PL(n))=n.(TOP/PL)#H 0, 4243M; HA Z227 M k=3 
时 .这 里 TOP/PL #BARTOP (n) PL On RAR. 因此 M 
可 三 角 毅 分 的 胃 碍 落 人 上 同调 群 互 (Mi n{TOP(n)/PL{n))) 
= H (MZA F. MAR HM; Z/22)=0, M M 上 存在 三 角 
Hay. 使 它 成 为 PL RIG. 进而 次 似 地 有 ， 人 假设 M 上 已 给 了 PL 
Aa, MM 上 的 PL 结构 的 同 痕 类 一 一 对 应 于 上 同调 群 互 (AM4; 
zj2zZ)， 这 些 缚 果 可 以 推广 到 带 边 流 形 及 相对 情形 ， 在 一 般 情 形 
要 求 n6. 

总 之 ， 对 流 形 的 三 角 谢 分 与 主 猜 测 SARs 时 是 不 成 立 
AY, i “4283 时 是 成 立 的 . 
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大 类 祖先 在 史前 时 斯 即 用 结 绳 记事 . (HS) HE “EEK 
结 强 而 治 ” 的 记载 ， 打 结 也 是 一 门 实用 技术 ， 可 以 说 人 人 都 会 一 
些 , 强 结 还 是 群众 游戏 的 内 容 ， 对 于 海员 和 大 车 把 式 ， 结 强 是 基 
本 的 专业 技术 .而 对 于 某 些 应 术 杂 看 师 而 言 ， 强 结 出 是 引人入胜 
的 特技 妹 要 手法 的 来 源 ， 因 此 19 世纪 已 有 人 对 纽 结 作 了 太 量 的 
收集 ， 整 理 和 分 类 工作 ， 著 名 的 之 -一 是 莫 国 人 P. G. Tait, 

20 世纪 初 ， 随 着 组 合 拓扑 学 的 建立 ， 纽 结 便 作为 拓扑 学 的 
一 个 分 变 而 发 展 成 为 一 门 数 学 ， 这 就 是 所 请 安放 问题 .， 它 可 以 推 
三 到 高 维 的 余 维 为 2 ROR A ROR a. (B= ESS a h E 
结 最 为 重要 和 困难 ， 并 与 三 维 流 形 理 论 有 密切 关联 . 

纽 结 理论 直接 的 应 用 也 不 少 ， 著 省 的 有 旭 DNA 的 三 级 结构 
(athe) 的 识别 和 拓扑 异 构 醇 的 发 现 ， 应 用 了 纽 结 理 论 中 的 
White 公式 [Whi]. 2 Æ 20 #2 60 年 代 末 和 70 年代 初 的 突破 . 

一 个 世纪 来 ,许多 人 对 纽 结 理 论 有 过 重要 贡献、 前 期 主要 有 
Dehn, E. Artin, Alexander, Seifert 和 Reidemeister A, HH 
最 重要 的 成 过 是 Alexander EMA. 50 REA R. Fox 为 主要 代 
表 ， 对 前 人 的 理论 重建 并 推广 ，60 FRK, J. Conway 有 重要 
改进 ， 提 出 了 白 接 理论 .80 年 代 则 有 V. Jones 的 重大 突破 ， 得 
到 更 强 的 不 变量 Jones EMA, 并 获得 推广 .90 年代 则 提出 了 
V. A. Vassiliev 不 变量 并 且 出 现 了 M. L. Kontsevich 的 重大 
DIRA. 
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§ 24.1 19 世纪 末 的 情形 


当 折 扑 学 尚未 形成 时 ， 打 结 早 已 为 群 庆 所 艺 悉 . 其 些 专 业 人 
A, FREAD, ORO ARAR T AE. 他 们 做 过 整 
理 ， 常 常 在 同业 中 传授 ， 并 成 为 基 些 人 的 绝 拉 ， 

纽 结 作 为 科学 而 受到 便 视 和 研究 ， 首 先 应 当 提 到 Gauss. fit 
对 空间 中 两 条 闭环 路 之 间 的 环 娆 数 用 积分 来 定义 和 计算 ， 并 应 用 
FRS, BMP, JFK Maxwell 采用 (参见 $1.35). 他 并 且 
影响 Listing 也 研究 过 纽 结 . 

英国 的 Kelvin WH, PRA W. Thomson, F 1867 FH 
MURS. AJ ETH “ARK” PRRI., 这些 圈 由 于 打 
结 不 同 而 形成 不 同 的 元 素 的 原子 . 这 个 理论 引起 人 们 对 纽 结 总 其 
分 类 作为 一 门 科 学 来 进行 研究 ， 

直接 受到 Kelvin JA FE M, REA P. G. Tait [Ta] 
[Hos-Th-W] 整理 了 所 搜集 的 组 结 并 加 以 分 组 . 当时 尚未 形成 拓 
扑 学 的 精确 分 类 现 仿 ， 但 已 认 年 ， 当 一 个 纽 结 可 连续 形变 成 为 丸 
一 个 时 ， 两 者 便 是 等 同 的 . Tait 不 能 确 算 他 分 的 不 同 的 组 是 否 相 
互 间 肯定 不 等 同 ， 他 还 提出 了 一 些 猿 测 ， 直 到 20 世纪 80 年 代 ， 
应 用 新 的 不 变 景 Jones BUI AS LAR CML § 24.9). 


824.2 -EHEHIHE 


ATEZ LFI "Ei EU: 
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我 们 认为 它们 是 “ 结 ”， 是 因为 人 们 约定 不 多 谋 将 绳 头 从 “ 结 ” 
中 缩 回 去 ， 殖 则 和 恒 都 “ 解 开 ”了 ， 因 此， 为 讨论 方便 起 见 ， 我 们 
假设 两 个 强 头 是 连接 好 的 ， 即 它 是 空间 中 的 一 条 人 简单 财 曲 线 ， 于 
是 我 们 引进 下 面 的 正式 定 交 ， 

A. AESASH 

圆周 S 在 二 维 空间 及 ”中 的 一 个 能 大 或 说 人 的 像 称 为 一 个 
A (knot). AFR 的 一 点 紧 化 就 是 SS, 或 说 S = 及 Uœ, 
LE MPH RRR S 今后 这 两 者 可 随意 互 换 . R? HP 
Pat ast K,, K 称 为 是 等 价 的 (equivalent) 3k [e JR RI Ciso- 
topic), BHR ZB AIR I MARÉES À, E43 Ro = TE 
TH hI K 是 一 个 从 K, KAA. SAR, R 中 
的 所 有 的 纽 结 被 分 成 了 等 价 类 或 纽 结 才 (knot types). 例如 ， 在 
R? pR EE Ea AB Be (r, ye 2), ROP SOF x? + y l, 
z = OF) IH a AE FL trivial 或 unknotted}. 

CHAM. 若 不 加 其 他 限制 ， 则 有 些 (HERZ 
HN) 纽 结 是 很 复杂 的 . 我 们 称 等 价 于 R HN - TER (HA 
HR) 的 纽 结 是 驯 顺 的 《tame)， 其 作 的 便 称 为 野性 的 (wild). 
并 诊 的 纽 结 必 是 驯 顺 的 . Sa, IRRE T AA M Ag 2 8 Ag ar 
Æ. 为 了 方便 ， 可 以 认为 所 论 及 的 纽 结 为 狗 边 形 的 或 光滑 的 ， 

B. 投影 图 ， 

为 了 便于 图 示 和 讨论 ， 采 用 下 面 做 法 . RAE R 中 一 个 多 
边 形 纽 结 K, AFTER 中 一 个 平面 P 及 到 此 平面 的 一 个 正 变 投 
Hrn, (iA TIER: (1) 投射 像 al K) RART COEM 
其 他 重点 ; (2) K 之 原点 的 像 不 是 x(tK) 中 的 二 重点 Wal kK) 
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称 为 饵 结 KK 的 一 个 正则 投影 (regular projection). nK) 的 每 个 
ZASE XR, BRA rK) ~AR (crossing). KH P 
Net FH, Wael kK) 中 每 个 二 重点 在 K 中 的 两 个 原 像 中 ，z 
坐标 大 者 称 为 上 行 的 (overcrossing), IERA PITA { under- 
crossing). RITE PPart kK) NET IHREN TT ABER 
二 重点 处 断 开 ， 所 得 图 称 为 K 的 一 个 正则 投影 图 《diagram ) ， 
稍 有 着 图 经 验 的 人 人 均 可 从 K 的 一 个 正则 投影 图 来 认识 绀 绪 凑 ， 
它 正 是 你 的 眼睛 从 = WEED AKAR E e E P E A 
看 到 的 纽 结 KK. 


正则 投影 正 风 投影 图 
C. FFT 
有 些 纽 结 有 某 种 对 称 性 . TR RS ER. 一 种 是 手 征 性 
(achirality)， 车 存在 R 的 一 个 反 向 同 虾 将 KAA. BAS 
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K 与 自己 的 镜面 像 等 价 ， 则 称 纽 结 K 是 无 手 征 的 (achiral 或 
arnphicheiral)， 这 是 Listing 在 1847 年 就 注意 到 的 事实 ， 并 建议 
用 amphicheiral 的 说 法 . FORA K FEAT FTE AY ‘chiral 或 
non-amphicheiral). #80, FFEHSHHTFEN A A R, 
但 它们 是 不 等 价 的 ， 因 此 是 有 手 征 的 ， 不 过 这 个 事实 的 证 明 不 雁 
易 ， 下 一 节 及 以 后 还 将 论 及 .而 8 HS AR ARE pri, ST 
是 无 手 征 的 ， 读 者 可 自己 屋 实 验 . 


( 


tea 


关于 手 征 性 的 最 新 研究 ， 读 者 可 参考 姜 们 骆 等 人 的 文章 
_Jia-L-W-W] Æ [Jia-W]. 

D. 逆向 性 

另 一 种 对 称 性 是 闭 向 性. BAK ST ESRA À A À]. 
Ri 中 的 一 个 有 向 纽 结 KK 与 其 反 向 纽 结 -下 若是 同 痕 的 ， 则 称 纽 
5 K ol et ie] BY (invertible), A Mj eR K 称 为 不 可 道 向 的 
(non-invertible)}， 三 叶 结 和 8 字 结 都 是 可 刻 向 的 ， 

不 可 遂 向 的 纽 结 的 存在 性 直到 1963 SEAR H. F. Trotter 
[Tr] 得 到 . 他 得 到 无 穷 多 的 一 族 不 可 道 向 的 九 结 ， 它 们 都 是 胖 
tA (pretzel knots)， 记 作 Kp, a, r), 其 中 最 简单 的 是 
K(7, 3, 5). 如 下 图 : 
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| 
3 


bo 


2 


DEE 


E. ZTE 

All FA PS Be E a A ee NUE EU FEN TFT. IE Tait 及 他 以 
前 的 人 就 注意 到 的 设 关 AAA, KECH TERY 
Al. RÉ K 的 某 规 定 的 方向 前 进 时 ， 上 下 行 到 鲁 出 现 ， 则 称 
K METRE EX HI (alternating). TARA EX 
错 的 如果 它 有 一 个 代表 纽 结 具 有 一 个 交错 的 投影 图 . 

Tait 并 不 是 按 投影 图 的 交 及 数 来 分 类 组 结 而 造 表 的 第 一 人 . 
国 为 Gauss 和 Listing| Lis] iL TE 1847 TFA Bi. MAFIA 
AOA T. P. Kirkman[ Kir, HC N. Little, Lit] 的 表 . Tait 
1898 ÆRE, MIPS ARM, PIM ARPA RRA 
相 辣 纽 结 而 归 组 . 们 他 说 : “我 无 法 绝对 肯定 所 有 这 些 组 互相 之 
HEAR LAS" | Hos-T-W] (Lil. 这 是 因为 当时 尚 无 扫 
扑 学 的 定理 可 资 应 用 . Bi, eee eh ERR AARC 
中 心 任 务 . Tait 在 造 表 时 还 提出 知 干 经 验 的 规律 ， 但 在 差 不 密 一 
个 世纪 长 的 时 期 内 无 法 获得 证 明 ， 我 们 将 在 $24.9 HERI iG. 

F. 链 环 

我 们 将 纽 结 概 伪 推广 为 链 环 ，R* 中 的 一 个 链 坏 (ink) 是 
R PRAMAS PMS. 其 中 每 个 纽 缚 称 为 该 链 环 
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RI-- Par (component), NHEANI—- Paes AT UAW Ba 
数 为 1 的 链 环 . LUE SP ER DP Ee YOO SM Ee Ab 


AN BE. 

WES, BABIN TAA ARR, RAT RAMA. 1 
iBur-Z], [Rolj, [Kau 4] $89 3,, 7, 及 82. 

G. HÈAS 


À — À FE ROY A A BCA PB A à (torus knot), Æ XF. 
我 们 称 R? ER S? = R? U œg sıx D’ ATR AE SEU PROC standard 
solid torus)， 位 于 标准 实心 环 表 面 上 的 一 个 绕 纬 线 方向 p TMT 
经 线 方 向 g 次 的 纽 结 ， 记 作 丁 ,,， 称 为 一 个 p, q) BHO 
H25 (torus knot of type(p，g))， 如 三 叶 结 就 是 一 个 T3. 


下 图 中 的 To 5 FR Solomon oF ae. 


O. Schreier F 1923 年 [Schr 1] 对 环 面 纽 结 进 行 过 研究 ， 
EHR, 设 1<p<g 且 5 与 9 HH, MAR Cp. a), T,,, 
是 不 等 价 的 ， 
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524.3 ”再 一 些 基 本 概念 


A, Ar 

KER RS TASSE, M R°\ K RS KORA 
EEK 的 纽 结 补 (knot complement). ES’ PMP K ALK’ 
Bega, 则 SK SS\ KH. IH, Bee eh te IE 
LEZ FES KARATEA. 于 是 自 艇 有 如 下 猜测 . 

纽 结 补 犹 测 So 中 两 个 组 结 的 纽 结 补 次 有 保 向 同 肚 ， 则 这 
两 个 纽 结 是 等 价 的 ， 

这 个 猜测 通常 被 说 成 ， 纽 结 被 组 结 补 决定 . 它 于 1989 年 由 
C. Gordon MJ. Luecke [Gor-L] HEAR. (EPH PAD S? fe 
一 个 一 般 的 三 维 流 形 Y， 册 可 能 纽 结 并 不 被 纽 结 补 所 决定 ， 
Mathieu (1990) [D-M], [Mat] ARMEA (1993) [Ron] &H 
THF. 

B. EHEM 

S AtA K 和 KK, 可 和 作 连通 和 如 下 ， 我们 认为 两 个 纽 
Ei (S, KOG W (S;，K，)}， 这 里 的 两 个 Sa SHR 
个 不 同 的 接见 ， 对 c= 1, 2, HER, ERA pi 为 中 心 挖 去 一 个 
开 球 体 B? BRNK =B! 为 一 闭 线 段 ， 作 连通 和 

(S3\ BPU (S? BIS? 
时 使 K,\ BIS K,\ BIER, WHE K,4K2, 8 
(S°,K,#K3), 

fr (933, KO 和 (S?, Ki) R K, F1 K 的 连通 和 (connect- 


ed sum), i2fF 
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(S?,Kı)EK,)=(S’P,Kı)H(S°,Kı). 

也 可 以 这 样 看 ， 设 Sa 被 一 个 球面 或 平面 分 成 两 个 区 域 ， 并 设 
K, KES 中 位 于 不 同 区 域 的 两 个 纽 结 ， 对 i=1,，2, ER 
ERA »,, A-RPBLEM K 的 pi 邻近 一 区 间 连 接 到 K, 的 
ba 邻近 的 一 区 间 ， 和 忽略 带子 内 部 只 留 下 两 条 边 ， 则 这 两 条 边 已 
Æ K A K 各 切 去 一 小 段 的 其 余部 分 连 成 一 个 整体 ， 而 得 一 新 
sien ee, ith Kit 下。 有些 文 献 称 连 通 和 为 复合 【〈composi- 
tion) REM (product). LEI AIR A] MEE RE À. 

若非 平凡 纽 结 K, SRM A K= K K aT. Hp 
有 一 个 K WEMA, WMA K 称 为 一 个 素 (prime) AS. 
可 以 证 明 ， 若 两 个 纽 结 K: 和 OK, 的 连通 和 是 平 几 的 ， 则 K, 和 
K, 都 是 平凡 的， 这 就 告诉 我 们 ,用 连通 和 的 办 法 是 无 法 解 结 
的 .还 可 以 证 明 ， 每 个 非 平 几 纪 结 可 表 为 内 纽 结 之 连通 知 ， 帮 不 
论 顺 序 ， 则 表示 是 唯一 的 [Bur-Z]. 

C. HA 

ii K Æ E peia, nK) BK HI - TENRE, 
r( 开 ) 的 二 重点 的 个 数 称 为 K) NER. K 的 正则 投影 中 交 
Wee RSH. I (K), MAAR K HAN (crossing 
number }. 

FREUEN c(K 4K.) =c( Ky) +c( Ko). 

#&c(K)<3, WM] K 为 平 几 结 . 

D. 解 结 数 

设 玉 是 Ri 中 一 个 纽 结 ，KK 是 KK 的 一 个 正则 投影 图 AK 
aK En ETH. Bit TER (switching), EHS., m 
改变 少 于 n 个 上 下 行使 不 能 解 结 ， 则 记 WulK), RAK 的 
TEMG BAK A. ALS K 的 正则 投 胡 图 的 解 结 数 中 有 由 最 
s\BipwA at K0, BARA K DREH (unknotting number). 

BEN ulK,FK,)T-ulKı)tulR;). 

AJ MATER (K)<cCR) -2. 一 般 说 来 u (KITA, 
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即使 对 于 一 些 具体 的 个 别 和 例子 都 很 不 容易 . PNA 7, E 
到 1985 年 [Lic 2] 才 解 决 ，Scharlemann 也 在 1985 年 [Se] 证 
FH, PA K HuCK)=1 MAKES KERA. RARI. 
性 何 非 素 的 不 平 几 的 纽 结 不 可 用 一 次 穿越 向 解 结 . 


EE， 桥 数 | 
在 纽 结 KK 的 一 个 正 册 授 影 图 由， 被 和 下行 点 切 成 的 线段 称 为 


ft (bridge), RA AX 扩 的 所 有 正则 投影 图 而 言 最 小 者 ， 记 为 
bL LKO CAA K BUBB (bridge number). 4147 K IB (K)=l, 
SBMS K EFM. BMC K)=2 的 纽 结 于 1956 FH H. 
Schubert | Schu] 分 类 .他 还 得 到 公式 
| 6(K,#K.)=46CK,)+6(K,)-1, 
它 可 以 改写 为 
bK #K,)-1=(6(K,)-1)+ (Ky) = 1), 
SFR EX à — 1 Aa. 由 此 还 知 二 桥 纽 结 是 素 的 .然而 三 桥 弓 
结 的 分 类 至 今 尚 未 完成 . 
F. 全 曲率 
Ro 中 一 个 纽 结 K 作为 空间 折线 ， 症 各 顶点 的 奸 角 之 和 称 为 
K 的 全 上 曲率 【total curvature), WIERK). 若 民 是 光滑 的 ， 则 
可 表 作 积分 
B{K) = | las} | ds, 
其 中 ANKER. Fary [FL] 1949 EM Milnor [Mi 1] 1950 
FEN, 49 KK #RAOE PLS, MELK) >4r. 
G. 经 打数 
设 下 是 Ri 中 的 一 个 有 向 纽 结 ，KK 是 KK 的 一 个 正则 投影 图 . 
对 五 的 每 个 交叉 点 ,定义 该 点 的 符号 为 s(>C) = +1, e 
(X) = 一 1， 这 与 定向 之 选取 无 关 ， 这 些 数 的 和 记 为 w( 氏 )， 
依赖 于 投影 图 K OR, RAK N BERK oy eee 
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(writhe) . 

H. KA 

设 有 一 条 封闭 的 双 侧 的 窄带 子 ， 其 两 条 边 有 相同 定向 . 设 这 
个 二 分 支 的 链 环 的 有 向 投影 图 K ch MES HE CRC 则 为 
HEA, DOC 则 为 负 扭 转 一 周 ， 这 种 扭转 周 数 总 和 记 
TK), AE K 的 扭转 数 (twist). 

L RAR 

WL=K,||Ko ER 中 的 一 个 二 分 支 链 环 . 给 了 K FI K, 
上 的 定向 ， 我 们 定义 K 与 K, HW SER (linking number } 
IkR(L)=ik(K,, KDA LSEWNREEHFK, 与 Ks 交叉 处 的 正 
负 号 总 和 的 一 半 ， 这 是 一 个 疗 痕 示 变 量 ， 因 此 是 链 环 型 的 不 变 
量 ， 当 假设 A K 是 光滑 的 空间 曲线 时 ， Cri, yo )E 
K,, (20,492.22) © K,,Gauss 曾 利 用 积分 定 艾 

ik(K,,Kz) = 去 | | (rz — zi) (dyidz: ~ dæidy2) + 
(v2 一 yılldeıdzz 一 dxıdzz) + (2 一 z, (dx dy u dyıdıa } 
[Cay > z) + Cy, u 32) + fai 一 2,71 

这 个 事实 如 今 已 被 称 为 Gauss 定理 了 ， 如 [Lil]. 

J. Reidemeister 变换 

德国 数学 家 Reidemeister 于 20 世纪 20 年 代 研 究 纽 结 ， 并 于 
1932 年 撰写 了 组 结论 的 专著 [Rei 2]， 他 提出 ， 纽 结 和 链 环 的 辣 
痕 可 用 正则 投影 图 中 的 三 种 基本 变换 来 处 理 ， 文 献 中 称 为 Reide- 
meister FH (Recidemeister moves} ， 并 分 别 记 作 Rj, R: 和 和 Ri. 
如 下 图 . | 


r N 
XI -> 
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2 =) (= Q 


X-X 
X NN 
\ x 


K. Seifert 曲面 与 亏 格 

Seifert 于 1934 年 iSe 3] 引进 纽 结 的 亏 格 概念 ， 他 利用 由 
纽 结 所 张 的 曲面 ， 现 已 通称 为 Seifert 曲面 ， 提 供 了 一 个 基本 的 
几何 方法 . 我 们 将 Seifert MN RSET OYE. 

Seifert 曲面 存在 定理 RRS 中 每 个 链 环 上 H R 或 S? 
中 的 一 个 可 十 问 的 紧 的 曲面 ， 

这 个 曲面 称 为 工 的 一 个 Seifert HH (Seifert surface [or L). 
这 个 定理 的 证 明 提 供 了 Seifert HIMBA. 取 工 的 一 个 正 
NERA. 对 工 的 每 个 分 支取 定向 .然后 将 每 个 交 改 切 开 ， 政 
LCR "AH. 于 是 得 投影 平面 PES Tar 
FASE HA m fay AR a] Be. 每 个 这 种 简单 辣 曲 线 按 Jordan 曲线 十 
理 和 Schônilies 定理 ， 界 平面 中 的 一 个 拓扑 融 盘 .但 这 些 帮 盘 中 
可 能 有 些 落 在 另外 的 圆 盘 的 内 部 . 我 们 从 最 内 部 的 圆 盘 开始 将 其 
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\/ . CB 
DIFF HE 
RES [Pe 
N PEN A 


向 平面 P 外 -一 个 一 个 地 推出 去 ,使 这 些 圆 盘 互 不 相交 AAS 
ARMAS, RARE, Het ft MNT 1 + EX —. 
Bua, SCHAAR RNS PS ASR RPE AJ 
子 ， 便 得 到 一 个 可 定向 的 (已 定向 的 ) RUHE, Ae ea 
有 给 定 的 定向 的 链 环 LL. 

链 环 L 的 Seifert HHI TRS, EM PRL SRA ER OL 
His (genus). ERR ER. ROSES ADE LAS. 


824.4 纽 结 群 和 Wirtinger R H 


随 着 组 台 括 扑 学 的 建立 ，20 HAs T AP wee 
HARE. 但 这 是 一 个 艰难 的 过 程 ， 

一 般 说 来 ， 若 有 一 个 办 法 能 对 每 个 纽 结 或 链 环 LIU RD 
mes py—S HAL), 满足 车 LBA PEM, PEG L 一 工 
MALI=-AHL), WSFRA—TMAREHAEB. (RHE, 
HRERL = SCL AS, AFRICA, EAE 
ARE A L')ÆSFL)Et, EEM L HL. 这 里 大 以 后 一 表示 
ZI ae BK pE PP la] OS TT 

第 一 个 被 采用 的 组 合 扫 扑 学 或 代数 拓扑 学 的 不 变量 ， 是 基 
An BE 

BR 中 的 两 个 纽 结 K 与 KK 等 价 ， 则 两 个 纽 结 补 R° \ KS 
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R\K EJE. 因此 由 Ri K OURAR MOF ARI K 的 纽 结 不 
变量 ,如 Rn 六 的 各 维 同 调和 基本 群 ， 我 们 不 难 证 明 ，RsA\ K 
的 各 维 同调 没有 用 处 ,只 有 基本 群 x,(R\ KE AREKEA 
这 是 Dehn [D1] HAKH, ERR AAS K SIEH (knot 
group)， 例 如 ,平凡 纽 结 的 纽 结 群 是 无 县 循环 群 ， 若 能 讶 明 纽 结 
K 的 纽 结 群 不 是 无 限 循环 群 ， 则 可 断言 K 不 是 平凡 纽 结 ， 

但 要 想 应 用 纽 结 群 ， 先 要 能 将 它 玫 出 ， 下 面 将 介绍 著 各 的 
Wirtinger RE. #2 [Burzl 中 47 页 的 说 法 ， W. Wirtinger TE 
Se BAYS Fy AE RES 1905 年 会 上 的 题 为 “ 论 二 变量 函数 的 分 
区 € Über die Verzweigung bei Funktionen von zwei 
Yerdinderlichen)” 的 讲演 中 提出 纽 结 群 的 表 出 ， 而 按 [Still 中 
144 页 的 说 法 ，Wirtinger 表 出 是 于 1004 年 左右 在 维也纳 的 讲演 
中 引进 ， 而 未 能 广 为 传 播 ， 后 于 1908 年 由 Tietze 在 lTi] 中 

i K te RY 中 一 个 给 定 的 纽 结 , a KEK 的 一 个 正则 投 
B, EA n 个 二 重点 ， 于 是 K 的 投影 图 六 由 > 个 下 行 点 切断 为 
nD EM Be, (7 =1,2,--,n) HAS, PHAR AH. RR 
由 À rs, ce, x, ERO BARE. WERK 的 第 PER 
a RAR i PPAR ATA BEN zx, a, EX EAT MEA 
zo Emits SMB eu. En 个 F, 中 的 字 r; = asi, 
re, Ha, = tl 为 第 i 个 二 重点 的 符号 、 MNEFH 
RA r e, r, RNEER TERHF/NECG=(r,, 
ren HPAI, HG HN FAEK 的 纽 结 群 
记号 中 的 x; 对 应 于 关系 1= aril rnr, S, WAX n 个 关系 中 
的 每 一 个 可 由 其 余 的 美 系 推出 ， 因此 本 以 少 写 一 个 RN 2G K 
的 纽 结 群 可 表 出 为 G= Caps eas ris ra) SR AA ED 
Wirtinger 表 出 【Wirtinger presentation). 基于 其 证 明 读 者 可 参考 
[Bur-Z], [Cr-F], [Rol] 或 [Stil]. 
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Am, AA = F AHMAR RSE Cr, vy, =: 
x yey vi RE ATK RAA, Cry. teas 
yey | yaere lez aye |) BRP z= avr ! 代 人 其 他 两 个 关 
FR, Mr, vire yeyr y y amer aD. RET 
HSE PT — PP, WT r, vs aux = ry). 可 以 证 明 它 不 是 一 个 阿 由 
ABE (C28 Cr Fee Sul), ARE PAM FARINE, Mi 
MITA ay AR, BS AE MAÉ. 

但 左右 三 叶 结 互 为 镜面 像 ， 它 们 的 纽 结 群 的 Wirtinger &H 
HELAL, sv, eiex 'yr,ay levi ye les) Mr y, z; reve 1 
yrzr layers 1) ,它们 是 同一 个 群 ， 因 此 ， 它 不 能 用 来 区 别 左 有 
二 呈 续 .实验 告诉 我 们 ， 我 们 从 左 三 叶 结 不 能 同 痕 地 变 到 右 三 时 
45, HRFEIEM. Dehn 于 1914 年 在 [D3] 中 利用 纽 结 群 的 
BR. 证 明了 去 右 三 叶 结 是 不 等 价 的 ， 这 个 证 明 读 者 可 以 在 
[Stil] PRA. 3279 § 24.9 中 的 Jones 多 项 式 可 得 另 一 延明 . 


624.5 FIRE 


Alexander 在 1923 年 的 文章 [A 5] 中 就 发 现 每 个 纽 结 型 都 
有 一 个 确定 的 法 式 ， 称 为 用 办 (closed braid)}. 纽 结 K 说 是 具有 
ABER, WRFE-ZHZLAN HBS K 的 点 户 沿 一 确 
EHBE, MA L 到 点 户 的 向 量 必 按 一 
确定 方式 绕 轴 工 旋转 . 于 是 可 作 K THE 


图 使 直线 天 ERALA- SORR, DH 
图 示 的 三 叶 结 .通常 的 8 字 结 的 投影 图 不 OA 
EHH, (AA CARR PA, WFA. 
Alexander 证 明了 任意 纽 结 或 链 环 均 有 
财 闪 形式 ， 这 一 事实 与 19 thee — PARA, H. Brunnl897 
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FPT APTE 
的 8 字 结 图 8 子 结 图 
年 |Br, 证明: 任意 组 结 有 一 个 只 具有 单个 多 重点 的 投影 .读者 
可 在 [Sul] 中 找到 这 个 Alexander 定理 的 证 明 . FRA ER 
的 等 价 便 和 化 为 闭关 的 等 价 . 

AHAAE. Artin 是 义 一 位 抽 彰 代数 的 化 世上 人， 他 于 1926 
年 发 表 状 于 理论 [Ar 1] ， 建 立 了 办 群 ， 研究 了 其 生成 元 和 关系 ， 
并 研究 其 中 的 字 问 题 

ER 的 固定 平面 PP 中 取 一 个 矩形 ， 上 下 两 边 分 别 为 p M 
#82， AA WHATA A AL MAD. RE g, ES n TRA, Ab, 
-, A,, E g LA n tA B, Bo, B,, A, SB, 在 相 
对 位 置 上 ， 设 了 Rs PA n KE gi 
AHZSMEHRT, a, A Ar Ay A As 
+, ds 8@#i KA, HARB 
IEF B,, AM ij 有 时， 下 天 
kj; 并 且 每 一 与 hi 和 有 hs EH 
而 介 于 gj Me 之 间 的 平面 与 
每 条 L 恰 相 交 于 一 个 点 ; 7, 
fo, oc, 在 平面 已 上 的 正 交 
BEL, bs, m, 均 落 在 该 
IA, BY itp ae 8: 
HAA RAET A HLE 
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点 .这样 的 一 个 图 称 为 一 个 n 阶 的 关子 (braid)， 可 图 示 如 上 . 

若 再 将 该 矩形 上 下 边 上 的 每 一 对 点 A, 和 B, 用 互相 平行 的 信 
形 折线 连接 。 或 者 认为 À, SB, 等 置 ， 便 得 到 一 个 闭关 .因此 纽 
结 等 价 问 题 可 化 为 关子 的 等 价 问 题 . 

AAT Z HZ, 称 为 等 价 的 或 同 痕 的 ， 若 存在 Ri 到 自身 
HAN, KREBS Z 和 Z 在 内 的 一 个 球面 之 外 为 旱 等 ， 且 
将 Z, EUR Zi. 

两 个 n MERTZ MZ, HEN ZZ, 定义 为 将 Zi 的 下 底 
上 的 点 与 Z 的 上 底 上 的 点 对 应 等 置 ， 过 渡 到 等 价 类 得 等 价 类 的 
RR Z,1(Z2.)=(2,2.). FA n OAT AS te EE 
AA TER PRA n MR (braid group of ordern). SET 5, 
及 gr!，i=1，…， nn 一 1 分别 为 如 图 


I il i i+] 


i 7 十 1 i iel 
C; iz 

M] 3, Hej, +, -1 生成 ， 关 系 子 汶 r= a; a; og; Hli- jl 
=2 时 ， ri 一 好; 6; ‘a; 2,65, 4l|i-—7|=1 uf. 

Artin Œ [Ar 1] 中 得 到 辩 群 3, 和 它 的 表 出 后 ， 还 给 出 了 
4, 中 宇 问 题 的 一 个 解答 . 但 其 中 的 推理 借助 直观 ， 不 令 作 满意 . 
1947 年 Artin 又 写 了 一 篇 文章 [Ar 21， 给 出 了 完全 严格 的 一 套 
理论 .万 外 据 [Li 说 ，Artin 发 明 闪 和 群 理论 的 目的 之 一 ， 是 为 
了 药 织 业 的 需要 . 同时 F. Bohnenblust (Boh! 由 代数 的 分 析出 
发 得 到 Artin 的 主要 结果 而 称 为 代数 办 群 . 接着 于 1948 €, W 
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HR (Cho: 得 到 代数 瓣 群 的 更 简单 的 处 理 ， 并 确定 了 它 的 中 
心 ， 关 于 办 群 论 读 者 可 参考 [Br] 或 [Li]. 


§24.6 Dehn 手术 和 分 支 复 登 


纽 结 理论 与 3 维 流 形 六 系 密切 ， 下 面 将 介绍 两 个 问题 .第 一 
个 是 ， 从 S 沿 其 中 的 一 个 链 环 施行 Dehn 手术 以 构 作 三 维 流 形 ; 
第 二 个 是 ， 三 维 流 形 可 着 作 SHRM NS SESS a. 

A. Dehn 手术 

Dehn 于 1910 年 [DI] 中 引进 了 一 种 控 补 的 手术 ， 作 为 构 
作 新 的 3 维 流 形 的 一 种 基本 技术 . 

Ka) M 是 一 个 二 维 流 形 ， 可 能 有 边 ; (b) LSL UU 


L, EM 的 内 部 M 中 的 一 个 n 分 支 链 环 ， BPEL, 是 的 一 个 分 


支 ; (ce) N, 是 上 ;在 M 中 的 下 不 相交 的 管状 邻 域 ， 因 曾 每 个 N, 
同 肚 于 一 个 实心 环 ; (d) 在 每 个 3N, 上 指定 一 条 简单 闭 曲 线 也 ， 
于 是 构 作 新 流 形 M 如下: 
M'=(M\ (N USUN, DUN UUN,), 

HP t” RAR, ASh delas, ET A; 是 一 个 将 2N, 映 成 
ON, SRH, EN, “PRY — aR ERE BU u, WRJ. 可 以 证 
明 ，M 的 同 豚 型 不 依赖 于 产 的 选取 ， 而 被 (al) 一 (d) 完 全 确定 . 
三 维 流 形 M 称 为 是 对 流 形 邮 BE L PERS (dd) fr T — t 
Dehn FR (Dehn surgery) 而 得 . 

WEE M 取 成 SS ， 则 指令 (dy 可 数字 化 而 用 有 理 数 表 述 如 下 . 
我 们 先 介 绍 煲 心 环 的 经 线 与 纬 线 . KE V MAT R? 中 的 标准 的 实 
心 环 SX D, MH V 是 一 个 实心 环 (solid torus). V 的 边 
oV 上 的 一 条 简单 闭 明 线 称 为 Y 的 一 条 经线 (meridian), #E 
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EVHRA- TER. IUHRBEREL, 但 在 VW RS PS 
H— AY. 不 难 证 明 一 条 经 线 必 可 表 成 h (1 XID’), Ha: S x 
DY &A— TAR. OV 于 的 一 条 简单 闭 曲 线 称 为 VW 的 一 条 纺 
线 (latitude)， 车 它 可 表 成 h(S! x1), HA: SX DV Æ 
一 个 同 胀 ， 一 条 第 线 与 每 一 条 经 线 恰 相交 于 一 上 操 ; 但 VW eR 
E V WHR PRE, AAS RST, El 
一 个 的 地 位 是 平等 的 . 

注 : 2628 HS eK HE Seifert-Threlfall 的 [SeT 2] 中 ,分 
FI FA 89 fs  Æ Meridiankreis 和 Breitenkreis, BEN Po oe 
经 线 和 纬 线 ， PEC RAP RER SF meridian. (AAA. 8 
手头 的 大 包 数 英文 书 ， 如 [BurZ], /CrF]l, Roi], Mif 2% 
MS WISP, AR MF longitude. BAF, APR 
MSH BR Bee. 甚至 [Se-T 2] 的 英文 翻译 本 [Se-T 2°]: 
H. Seifert and W. Threlfall, A Textbook cf Topology, H M. 
A. Goldman BE, Academic Press 1980 出 版 ， 也 将 围绕 去 成 为 
longitude. MEHE, LAN, RMI. HE, AH5S— 
FRS te ERR, MAAA J. Stillwell 的 [Stil], # 
中 采用 的 是 latitude, MARR A — IH. #4 latitude 能 
OS FETT CA ERA longitude. 

KV ERAS 中 的 一 个 实心 环 ， 并 设 X=S\V, ER— 
SHORE, HUENIX=-OV. 在 这 个 情形 ，V 的 纬 线 中 有 一 
BEX TE, ES ER Ph AE (prefferred lati- 
tudes). NEN EIERE R, AE TE MIRE FETE 
一 的 . Sin, — FA aA: SX DV, EALS] 
— RÉ CR RAT, NER A 称 为 是 首选 的 (prefferred). 习惯 
上 把 从 标准 实心 环 S x D? 到 给 定 的 实心 环 V 的 一 个 辐 胚 称 为 
V 的 一 个 标 架 化 (framing), ERPS BEA el PER A OV 的 一 个 
首选 的 标 加 化 (prefferred framing). 

HWE LS 中 给 定 的 有 问 链 环 . 取 工 的 每 个 分 支 工 , 在 
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S? PER BRR N 满足 上 面 陈 述 的 条 件 tc)， 对 N; 取 一 个 首选 
HRA, IN 上 对 应 的 首选 纬 线 为 4j， 并 取 À, AEM L; 
的 一 致 、 骨 取 一 条 经 线 u 并 取 jx; WE, AE H À, Su 的 是 
HREIN, URN, GER. Swe, E A 
标 淮 实心 环 取 标 淮 定 向 . 于 是 条 件 {d) 中 的 简单 闭 曲 线 J, 定向 
Ja AOA A; 和 gi 的 一 个 整 系数 的 线性 组 合 , 即 J; a à, + be. 
比值 +r; = 6,/a, 称 为 手术 系数 (surgery coefficient). 一般 来 说 ,rr， 
是 一 个 有 理 数 ,但 当 ai=0 时 , 则 坟 基 0. 此 时 记 成 rv, = 00. 

BI, EL 是 平凡 纽 绑 ， 平 术 系 数 = 5b/Aa， 则 术 后 流 形 
M=L(e,6), REM. Hel r=0H, M=S*xs'; % 
r= +1, + > ++, =, com, MES. AL 是 右 三 叶 结 ， 
手术 系数 r= 1， 则 术 后 流 形 是 Poincaré HH. 

实际 上 ，Dehn 在 [D1] 中 ， 正 是 为 构 作 同调 3 维 球面 而 设 
计 了 在 右 三 时 结 上 的 Dehn 手术 ， 而 对 Poincaré 流 形 提 供 了 一 个 
S HIERIE. 但 Dehn 的 方法 的 重要 性 和 优越 性 在 于 提供 了 构 
FRE A 3 维 球 面 的 办 法 ， 以 至 于 有 人 和 希望 从中 可 以 构 作 出 
Poincaré 猜测 的 反例 (EM $ 25.1). 

重要 的 是 半 个 世纪 以 后 ,人们 发 现 有 关 Dehn 手术 的 基本 定理 . 

基本 定理 每 个 连通 的 可 定向 的 闭 的 3 维 流 形 可 以 对 S3 HH 
某 个 链 环 L 施行 一 个 Dehn 手术 而 得 . 

TEE Wallace À W. B. R. Lickorish F 20 世纪 60 年 
TORTUE A A. Wallace 提出 换 球 术 (HER) 的 论文 [Wal] 主要 
是 提出 这 个 定理 . Lickorish 在 文章 [Licl] +RA BAHAR 
RAD, 被 认为 是 一 个 漂亮 的 初等 证 明 . SP, J. Hempel 的 
[Hem 1] 改进 了 Lickorich 的 证 明 ， 并 使 定理 结论 中 施行 于 本 的 
链 环 的 每 个 分 支 拘 为 $7 中 的 平凡 结 .， 读者 还 可 以 参考 [Rol]. 

B. SREB 

Riemann 建立 的 Riemann 曲面 是 复 球 面 S 上 的 有 分 支点 的 
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复合 空间 .19 世纪 未 ， 从 天 数论 和 位 势 论 已 有 人 开始 注意 FR 
S 的 有 分 支 的 复 聋 空间， 此 时 分 支 集 为 曲线 . Heegaard 在 
[He 中 就 研究 过 ， 并 用 以 构 作 3 维 流 形 . 但 这 篇 文章 直到 法 文 
译本 于 1916 年 再 发 表 之 前 未 受 注意 ， 只 有 Tietze 于 1908 年 在 
"TI FRE. Tietze 在 该 文中 除 介 绍 了 纽 结 群 的 Wiringer 表 出 
外 ， 还 列举 了 S?W4 ee B. Alexander ERENNEIZN HH 
T Tietze 提出 的 两 个 猜测 . 其 一 是 ,证 明了 有 不 同 用 而 具有 相同 
的 同 伦 群 的 透镜 空间 LAL2]; 其 二 是 , 在 [Al3: HRS TE 
括 所 有 可 定向 的 闭 3 维 流 形 的 定理 ， 

定理 (Alexander) 任何 可 定向 的 闭 3 维 流 形 是 S’ 的 一 个 分 
支 复 全 空 间 ， 其 下 分 文集 是 一 个 分 六 指数 二 2 的 链 环 . 

4p MRE NAN PF, KM HN EN TERN ME, A 
CM" RABON" 是 两 个 余 维 为 2 PR, Zi f: Mo 
N FRA — PLLA A Rape (upstairs) 并 以 了 为 下 分 支 集 
(downstairs) 的 分 支 复 登 (branched covering), AHE 

(1) N POPS ay UR AT or oe ZA ME 的 折 扑 的 一 个 基 ; 

(2) f(A)=B ,F(M\A)=N\B,H Fl(M\A):M\A 
N\BE TERME. 

(MAA, FIMA NA BÉ TRR, BA Ff: 
M—N IRATA SIA (associated unbranched covering 
space). EM 的 尝 性 可 知 它 是 有 限 层 的 . A 中 每 个 点 & 有 一 个 
4¢ 3078 (branching index) 天， 表 上 小 在 a 的 邻近 了 为 S), Æ 
A 的 连通 分 文 上 是 常数 . 

EX Alexander 定理 在 20 Ha 70 年 代 得 到 改进 . H. 
Hilden [Hild] MJ. Montesinos | Mon 1, 2] #: Æ lA) BT LEA, 
EHNZEIR ASK, MATT IRRE ER ee Tai BE. 

定理 (Hilden- Montesinos) {TC fe] JE lo AA 3 维 流 形 是 Ss’ 
B— T3EIZZ#EA, Rae eA AR, mA 
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关于 其 证 明 ， 读 者 可 参考 [BurZ] 或 者 【Rol _. 


§ 24.7 Alexander 多 项 式 


1928 年 Alexander 发 表 了 他 在 细 结 理论 方面 的 最 重要 文章 
[AIG], HS TARA Alexander 矩阵 和 Alexander EM, 
EX, AW. Burau 于 1933 Œ [Bu X Reidemeister M H. G. 
Schumann 于 1934 年 [Rei-S]， 推 广 到 2 HEMER. 再 于 20 
世纪 50 年代， 由 Fox [Fo 41 推广 到 多 个 分 支 的 链 环 的 情形 . 
下 面 先 就 纪 结 的 情形 ， 用 Fox 的 讲法 来 介绍 Alexander Æ FF, H 
想 和 款项 式 . 

KHER 中 给 定 的 纽 结 . Rae casas.) 是 
K 的 纽 结 群 G 的 一 个 Wirtinger RH. i8 F, bx. ce, x, Æ 
成 的 目 由 群 ，C 是 G 的 交换 子 子 群 ，p: FG 54: GH= 
G/GRAUAA. Wo 和 几 可 延 拓 为 整 系数 群 环 上 的 同 态 o: 
ZF, J] >Z GIM #:2[GJZ[R]). ST F, PRBS, RN 


a - . a , 
有 自由 导数 (free derivative) I il, «+, 2, TAA: 
OT; _ ax; | 
ax; i} ar; — M 吉 
dlrs) _ dr | _{ as 
ax; dr, f ax; | 


进而 ,我 们 定义 纽 结 K 的 Alexander BR (Alexander matrix) 
为 


Caz), 一 1 一 1, 
Kay prp 2). 2 [H] 中 由 此 短 阵 的 诸 一 1 阶 子 式 生 


RAI À, BRAD K 的 Alexander HH (Alexander ideal). 
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AN H 是 无 限 循环 群 ， 群 环 Zz [HIPER EEI me 之 有 限 
AM, m, nc2. Alexander 理想 是 一 个 主 理 想 ， HA pc AC 2) BR 
ene K 的 Alexander 多 项 式 (Alexander polynomial). 其 初等 
AT, BANEK, SHAK 的 纽 结 型 不 变 景 . AEH 
AF +e 而 言 ， 是 唯一 确定 的 ， 并 和 且 有 以 下 性 古 : 

(i) Afll)=1; 

(i) ALZO SPACE). 

反 过 来 HAE Reh E R OOR GD 49 SR ER À 1 5 
> Alexander Æ Mi Ft GE Seifert 1934 年 [Se 3 HERA AYE. 

mai, FJL Z Alexander EMA W AC) = 1; 二 叶 统 之 
Alexander MR WACE) = 1-24 res 8 EEE Alexander EMRK 
HAlt)=1-3:+r. Eia e iE A BR. 

LES? 中 的 一 个 分 支 数 u>1 WER, G=m(S’\L). 
bso Wirtinger 表 出 后 ， 利 用 Fox MH 由 导数 可 类 伏地 十 交 链 环 
L 的 Alexander MX ACz Eu)» 它 是 链 环 工 的 链 环 型 的 一 
个 不 变量 ， 确 定 到 只 相差 ZLF*] 中 一 个 可 道 元 ， 其 中 六 为 无 限 
循环 群 F 的 x BP RRR. BH. t,t, 均 取 成 :， 得 
Ate, st) BRA EAE A Alexander & MX (reduced Alexander 
polynomial). Ti EL'ÈE XH FF 

Altıır,2)=(e-1)" 79 C2), 
HEt V CG) EE L 的 Hosokawa 多 项 式 (Hosokawa polynomi- 
al). F. Hosokawa 在 .Hosoj RER TT V CIR pI H EXT FR 
H. me eee st GEL EF], WER 2 1 aE 
一 个 链 环 的 Hosokawa SIM. 

Alexander 多 项 式 是 20 世纪 前 半 时 期 最 有 用 的 组 结 不 瑟 量 ， 
是 第 一 个 可 计算 的 不 变量 . 虽然 它 不 能 区 分 二 时 络 的 堪 右 ， 也 个 
能 区 分 方 结 与 懒散 结 ， XT 19 HRA EP SR AN A RE al 
8 的 素 纽 结 计 算出 它们 的 Alexander SM, 发 现 种 不 相同 ， 这 
就 严格 证 明了 原来 的 和 分类. 因此 Alexander 多 项 式 的 建立 ， 是 纽 
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结 理论 发 展 早期 最 重大 的 贡献 . 但 当初 Alexander 的 组 合 导出 方 
法 也 使 人 感到 神秘 . 这 里 我 们 介绍 的 司法 ， 是 菇 于 Fox 的 自由 
群 的 群 环 中 的 和 目 由 导数 的 理论 ， 其 存在 人 性 可 用 归纳 法 来 证 了 明 . 这 
ft Fox 的 功劳 [Cr-F]. Fox M 20 Hé 50 FE E g SE 
埋 论 的 代表 人 物 ， 他 将 Alexander 等 前 大 的 工作 整理 和 和 推广， 并 
于 60 年 代 初 出 版 了 广 为 流 传 的 纽 结 理论 的 文章 [Fo 5] 和 教科 
# [CF]. Fox 还 是 美国 最 优秀 的 围 模 国手 ，1963 年 兽 作 为 两 
BEF, NRZRTESNERTETNER HE HF. 


$24.8 Conway 的 改进 和 拆 接 理论 


1970 44, SE À J. H. Conway [Con] 对 Alexander 多 项 
IE THE, MAMAR Tita TEE A) A Ay ENR EA 
的 几何 之 间 的 联系 . 

先 引 进 记 号 : Ef), EZ flr) = tere lt), A 
EZ, MIPE =pl). 于 是 用 归纳 法 可 证 Alexander it 
A(t) a] Bm 

Al) >a, + anil t El +" + a, (et tro}. 
M ACA EBB RRM, $ ustte 1-2, M Alexander Æ m zt HJ 
号 成 
Ali) = Diet. 
er 

Conway 对 有 问 链 环 上 定义 了 一 个 整 系数 多 项 式 Vi(z), E 
可 从 工 的 一 个 正则 投影 图 归纳 地 用 以 下 方式 计算 ， 我 们 取 其 为 
公理 系统 : 

DELNLENTFZWEHREL-L,), WV, oe) = 
Yak). 
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(2) À L ÆFA, WMV C2) 0. 
(3) BLL, L-# Lo FSESWEN BERN FAZ FH 
述 的 一 处 局 部 


N nn 
Lo N 一 一 
La L- L. 
WAV, -YL 52V 这 一 条 称 为 拆 接 关系 式 ， 

这 三 条 中 (2) 是 初始 条 件 ， 而 (3) 提 供 了 一 个 算法 ,现在 称 为 
Conway 算法 (Conway algorithm). DEM SMR, We 
唯 --， 存 在 性 由 下 面 的 定理 保证 . 

定理 YULERE-BDEAMEMIAV.(DIÄE (1), (2) 
A (3), FFA ATER: 

Flt iT (AC), SL EAA, 

Vies FEO? - 119 a), Aa pp Ol ET. 
HAPAA L #9 Alexander MEN, MmiY(e)A L 的 Hosokawa 
EHA. 

这 个 多 项 式 V1 (2) Ar L 的 Conway ÆI EX (Conway 
polynomial). 

下 面 来 发 挥 (3) 中 的 拆 接 关系 . 记 其 中 的 一 个 链 环 为 AR 
La, B=L_MCHLy. 将 三 者 之 问 的 关系 写成 代数 运算 关系 
A=BOCRB-AOC. 运算 名 和 合并 不 结合 ,而 是 提供 一 个 
方便 的 记号 . 

由 公理 (3) 有 Va 一 Vp=zxVc. 因此 Vpac=YVpspt+zVve 太 
Vaac=VarzVc- 于 是 我 们 可 以 在 [Lz] 中 定义 中 和 局 为 f 
Og= f+ zg 和 fOg= fT zz. M V sac= VsOVe. 

这 些 记 导 和 有 关 想 法 都 属于 Conway. tii Conway Gite T 
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ZEN RANHEEI (skein theory) W F. WA, BUCH 
是 拆 接 关系 如 上 上 述 ， EX A=-BOcC. TA B BB, CC 
CT ， 这 里 一 表 等 价 ， 则 可 能 号 "GE 与 互 "中 并 不 等 价 ， 于 是 
lit BOC HR SH (skein equivalent) FBEc”, HER 
BOC TROC, 如果 运 算 可 定义 且 B' 一 B*, Cee. 
更 . - 般 地 ， 两 个 代数 运算 式 说 是 拆 接 等 价 的 ， 如 果 每 个 单项 
是 拓扑 地 等 价 的 . BR, AEM LL’, 
WV, = Vi. TB, BI RIHEHEN 
类 之 集合 ， 由 VV 是 从 拆 接 类 sk 到 带 有 运 
HOMO Z Le] 的 一个 同 态 (| XD 
Vr Ask —zZ |z]. 
我 们 用 Conway 3% Ui she RSS 24 ce AEE 
RAE REE. il L aa 
LU, WA 57 = Whitehead # Fp 
Vike) Yil- zx). 
例如 ， 链 环 L = 51 与 其 镜面 像 工 : 是 不 等 价 的 ， 央 为 如 ,ffz)= 
z .57 ZEN Whitehead 链 环 . 


$ 24.9 Jones 多 项 式 


20 HI 80 FRA HEN -- IHRE. 新西兰 数学 家 
V. Jones 从 研究 算 子 代 数 中 戏剧 性 地 发 现 了 纽 结 不 变量 Jones 多 
MR. 据说 他 于 1984 年 春天 ， 在 一 次 做 美 于 算 子 代数 的 讲演 有 时， 
了 及 从 中 有 一 位 重要 的 美 辕 女 挡 扑 学 家 J，Birman， 她 告诉 他 ， 讲 
演 中 的 一 组 公式 与 纽 结 不 变量 中 秽 到 的 很 像 。 经 过 数 次 交谈 后 
Jones FF fet J Fiat BAYS AA TH SR LK TH AI EM st AS A eS 
变量 . Jones 在 [Jon 1] 中 引进 了 一 个 变量 的 Jones EMMEN. 
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Jones 对 每 一 个 链 环 的 有 回 投 影 图 工 ， 对 应 了 一 个 以 主 为 不 
ICA RMS, Ct), 满足 以 下 三 条 公理 ， 

(1) SAMBA LS LS, M Vi = Wi; 

(2) 平凡 组 结对 应 的 多 项 式 Vo = 1; 

(3) FERRA 

LV Ce) Ve (= (222) V (t). 

Jones j& 运用 算 子 代数 的 方法 证 明基 本 定理 如 下 

定理 ”对 每 个 链 环 的 有 了 向 投影 图 L, FEH AT RA 
式 (OWE), (2) 4103). 

XP SIM A L 的 Jones SIA (Jones polynomial). 

例 1 说 给 了 一 个 有 门 投影 图 如 下 : 


APT CRE LEE, HART SEM. 它们 是 一 个 拆 接头 
a, Ee H (2) (3) 可知 


Van(t)=—(t 2+47). 
M2 MAID FTE RAR 


MO W 


得 V(t)= — 172- 13, 同样 可 得 Vale): 2-1: 7 .说明 


CD 4 CD 
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例 3 三 叶 结 左 三 叶 结 的 Jones 多 项 式 为 VG(t)= t 
++; MAÉ ZA EH Jones 多 项 式 为 VOLt)=£+ z? 
t. AZA ZI AA IADR. 

RA, L. Kauffman 提出 了 简化 的 办 法 [Kau 2, 3], AR 
AS A GR ATE PAPE Æ Jones SWA. 其实 Kauffman 在 研究 Conway 
的 [Conj] 的 基础 上 于 1982 年 恒 写 成 了 [Kau 1]， 他 发 现 了 链 环 图 
的 洋 插 号 多项式 . 有 人 说 “该 区 项 式 简 单 得 “ 连 猫 都 明白 "，… 
但 链 环 的 Jones SII A BAGS BU ea LY A ARR” 
[Kaw]. Kauffman Abe Pee, HARE THE Jones 多 项 式 
的 热潮 ， 例 如 出 现 了 HOMFLY 多 项 式 [HOMFLY]. 

Jones 客 项 陈 这 个 新 的 不 变量 的 功效 由 于 解决 了 Tait 猜测 而 
使 人 信服， 并 得 到 极 高 评价 .Tait RASE (Ta, [Hos-Th- 
wW] 时 提出 了 才干 个 猜测 ， 约 一 个 世纪 无 法 证 明 ， 而 在 Jones 的 
te LJonl, 2] RRA, REBAR. 下面 我 们 只 介绍 其 中 
之 一 . 

Tait 猜测 一 个 交错 的 投影 疼 往往 是 该 纽 结 的 交叉 点 最 少 的 
投影 图 . 

这 个 猜测 是 1986 年 被 Kauffman "Kau 2] MK. Murasugi 
(KH) [Mur 1, 2] 证 明 的 . 

ENBFESFZHHNERN Ces) [=]. 这 既是 一 本 
通俗 的 数学 科学 读物 ， 又 是 对 准备 专攻 纽 结 理论 的 读者 的 一 本 .入 
门 的 教科 书 . WARE, GS. AER HO HB. 


§ 24.10 Kontsevich HY 3 LE 


REAM. L. Kontsevich 是 20 世纪 90 F4? H BAU — fy og 
为 突出 的 天 物 . WR TRAMP KER RMR HH RCS 
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相 结 合 的 传统 . 00 年 代 初 ， 先 是 男 一 位 俄国 八 V. A. Vassilev 
[Vas] 对 纽 结 空间 引进 了 很 广 的 不 变量 ， 现 在 称 之 为 Vassiliev 
不 变量 (Vassilievs invariant), TH Birman 49 pk BEE FE [ Bir- 
L” 中 有 进一步 的 探讨 ， 接 着 Kontsevich [Kon 1, 2, 3] 则 对 于 
纽 结 的 Gauss 环绕 数 作 了 极 大 的 推广 ， 并 利用 这 个 维 广 和 一 个 新 
MS “ARIE EL (cohomology of graph complex)” FE 
了 Vassilev 不 变量 . Kontsevich 给 出 了 Calabi-Yau RELFAH 
Be Nae” ASE MX, FPS A IPRA. ROT ee 
来 的 工作 极为 重要 、， 他 还 能 从 物理 直观 上 给 出 关于 纽 结 的 一 些 重 
Bei, APA eA. 他 的 成 就 已 在 国际 数学 界 得 到 极 高 
的 评价 . 这 方面 许 驳 工作 还 才 开 始 ， 疝 竺 进一步 这 入 . 
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P -FRE ZAE 


A Poincaré Eue AtA, fi LA Ae RASE ke A 
三 维 流 形 作为 主要 的 研究 对 象 . 这 是 自然 的 ， 因为 二 维 的 曲面 分 
类 已 基本 完成 ， 三 维 的 对 象 是 可 以 借助 直观 作 部 分 想象 的 ， 并 且 
可 依靠 对 曲面 理论 的 利用 以 及 对 组 结 理 论 的 利用 而 获得 利益 

组 合 方法 得 到 充分 发 挥 ， 基本 和 群 对 于 三 维 流 上 红 的 重要 性 被 斌 
H FRE Poincaré 猜测 的 努力 却 始 终 末 获 成 功 . 但 对 于 透镜 空 
A), Seifert 流 形 和 Haken on Se IH) oT SE A SR ae ee ee Y ， 关押 站 
学 提供 了 大 量 重要 例子 的 库存 . 

ES HI ME FT 20 世纪 70 年 代 由 W. Thurston H gg. 
TRE A H JL fey 2 FAS A = EG SP 2K TW SEIS SHR 

PTE SP 28 E TE HR EI. AIR, TOP M 
6, PL 范畴 和 DIFF 范 时 完全 一 致 . 内 此 ， 我 们 为 了 方便 有 有 时 
A FREE SF, ATRAE. ZH TARGER TEICHE 2 
不 可 年 出 流 并 并 无 根本 性 的 困难 ， 为 简单 起 见 ， 本 章 中 谈 到 的 三 
维 流 形 都 假定 是 可 定向 的 . 


§ 25.1 Poincaré 猜测 


Poincaré 于 1900 年 在 他 的 第 二 篇 补充 [P 41 的 最 后 ， 担 出 
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以 下 断言 : ACF PLA me ET TR. 四 年 以 后 ， 他 在 第 
五 个 补充 (P7] 中 举 出 一 个 反例 ， 一 个 闭 三 维 流 形 具 有 与 S — 
样 的 同调 ， 但 其 基本 群 不 是 平凡 的 . 这 个 流 形 现 今 已 被 称 为 
Poincaré 流 形 ， 它 的 构 作 用 到 了 Heegaard 于 1898 年 的 博士 论文 
[Hej」 中 提出 的 办 法 ， 现 通称 为 Heegaard HH. 

设 M 是 一 个 连通 的 三 维 流 形 . 设 了 是 M 的 一 个 单纯 的 三 
角 齐 分， 使 成 为 一 个 组 合流 形 ， 醋 的 一 维 骨 架 症 M 中 的 一 个 正 
则 邻 域 的 闭 包 记 作 琅 |，HH, 在 M 中 的 余 集 的 闭 包 记 作 H, ， 它 可 
看 作 T 的 对 偶 三 角 剖 分 的 一 维 骨 架 在 M 中 的 一 个 正则 邻 域 的 闭 
包 ， 容 易 看 出 Hi 和 五: 都 是 在 一 个 团 的 三 维 胞 腔 上 附 贴 上 相同 
数目 的 一 维 环 柄 ， 即 都 是 亏 格 为 g 的 一 维 环 柄 体 ， 它 们 享有 公 
共 的 边缘 ， 它 是 一 个 亏 格 为 z 的 也 曲面 . FÆ, (H,H)KX 
M 的 一 个 Heegaard a? FE (splitting). | 

反之 ， 设 H, 和 H, 是 给 定 的 两 个 亏 格 都 是 g 的 一 维 环 栖 
E, HUA: ous 是 一 个 同 胚 ， 则 用 粘 合 后 所 得 空间 M 
=M,U,H, 是 一 SEM, HHCH,,H)Æ M 的 一 个 Hee- 
gaard 分 解 . 

Poincaré 当初 的 做 法 如 下 : D-15352 AA I NÉE H,, 
Rx DIP 和 DS 是 H PATRONS. 将 H, # DO 和 
Di ” 切 开 得 一 个 三 维 球体 ， 同 时 将 H, 的 表面 95 ， 一 个 亏 格 2 
的 有 回 曲 面 ， 切 开 成 为 一 个 有 4 个 洞 的 球面 ， 它 可 铺 平 为 有 3 个 
润 的 圆 盘 〈 如 下 页 图 )、 记 圆 盘 的 周 界 及 3 个 洞 的 周 界 定向 后 分 
AA + A = EC ABS + Ci， ENTE Di? 和 DSP Hi 
F. ARP TA 2 HA OI H,, KE DI? 和 pe? arm, 中 
PT EP A BD L HAE CP = aD 和 CY =apY Bah, 上 
WMT ABA. iA: 2H,>aH, EMMA, Mc = 
(CY? al C; = h (CE) FRE PGE & (characteristic curves}, ie 
M=HIU,H;, EWOH, 上 的 特征 曲线 C 和 C; Bf eta = MK. 
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而 且 M 的 基本 群 可 用 如 下 方式 表 出 : 对 五 | 的 每 个 环 柄 取 一 个 
生成 元 ， 然 后 在 x1(HH1) 中 取 特 征 曲 线 CL 和 C; 代表 的 同 伦 类 
[C] 和 [C] 为 关系 子 ， 则 关系 为 [Ci]=1 MIcC,]=1. RH, 
车 取 特 征 曲 线 如 图 所 示 ， 所 得 三 维 流 形 妈 Poincaré ETAT, Sic 
EP. 于 是 有 
m(P)=(u,biatb la lb l=1,b la ba =1). 

Hr(P}=lm(P},m(P)l,# H, (P)=0. FH Poincaré BE 
H, H,(P)=0, EP P mA hS ER, 但 x PE ilL. 

Poincaré 接着 在 [P7] 中 针对 三 维 提 出 下 面 猜测 ， 

Poincaré 猜测 ”每 个 单 连通 的 闭 三 维 流 形 同 肪 于 S$. 这 里 
单 连 通 意 指 连 通 并 且 基 本 群 平 凡 . 

Re StF SMA n BRIE RAR fe n 维 球面 . 不 难 证 
A. AS Eee RH ERR RAE, CREE 
的 ， 于 是 Poincaré 猜测 可 改写 为 ; 

A= HER RF Si. 
HEE ll — AR BE ey 
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JM Poincaré 猜测 每 个 同 伦 n RAM MET S”. 

这 是 TOP TORTIE, RAY PL 范畴 和 DIFF TEE. 
SEF n2S AST” M Poincaré M, TB $ 20.2; 关于 +4 维 的 广 
M Poincaré AU, Pea $ 26.4. 

Poincaré 猜测 至 今 仍 晤 而 未 决 . 它 在 近 百 年 的 期 间 始 终 是 数 
学 家 最 感 兴趣 的 问题 之 一 . 

直接 为 Poincaré 猜测 提供 的 一 个 “证 明 ” 是 1934 €J. H. 
C. Whitehead 的 论文 [WhH 1], 但 这 是 错 的 . 该 作者 自己 接着 
发 表 了 一 个 更 正 [WhH 2]. 1958 年 一 份 日 本 杂志 上 的 一 篇 长 达 
—-ASAT A XS Bt AR RIA B]. 1985 年 报 载 英 国 瓦 里 克 的 数学 
家 提供 了 一 个 解答 ， 接 着 厚 达 八 十 页 的 预 印 本 散发 全 世界 ， 亦 未 
被 认可 ， 至今， 关于 Poincaré 猜测 已 获 解 决 的 传说 时 有 所 阅 ， 从 
未 间断 . 我们 盼望 从 中 会 有 一 个 得 到 数学 界 的 认可 ，Poineare 猜 
测 成 立 与 否 有 重要 的 推论 ， 例 如 ， 有 下 面 的 [Bi3] 

定理 A Poincaré 猜测 成 立 ， 则 任何 三 角 训 分 的 4 维 流 形 必 
为 组 合流 形 . 

由 此 ， 其 目前 的 知识 可 知 ， 若 Poincaré 猜测 成 立 ， 则 存在 闭 
的 4 RIAA = PARIS, Pll Es|, ABE BAD HIE 
从 而 它 不 是 组 合流 形 (2 § 26.4). 


$ 25.2 透镜 空间 


运用 Heegaard 分 解 来 研究 三 维 流 形 时 ， 我 们 希望 得 到 的 分 
解 的 亏 格 越 低 越 好 .只 有 S$: 才 具有 亏 格 为 0 的 Heegaard 分 和 解 . 
但 要 想 降低 Heegaard 分 解 的 亏 格 却 并 非 易 事 ， 有 相当 长 的 一 段 
时 期 人 们 对 亏 格 为 1 的 Heegaard 分 和 解 进行 了 详细 研究 . 

ANAS A 1 的 可 定向 情形 . 取 了 两 个 实心 环 (solid tori) 
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vi 和 Vs. Wh: 2V ea Vi 是 一 个 同 胚 ， 我 们 便 得 一 个 三 维 流 
E M= VUV: M 是 一 个 可 定向 的 连通 的 闭 三 维 流 形 ， 其 同 
IER RRT On EIV, 中 的 同 伦 类 ， 其 中 m BV, 的 经 线 
(meridian). Æ V, 的 表面 取 定 又 线 m, MAB (latitude) L, 其 
BYOB Hive m, 和 和 i， 组 成 mi (3 V1) 的 生成 元 .于 是 可 将 
him Mill fez Sm 
hsm) = pl; + qm, ， 

其 中 p Mo WERNER. M 称 为 再 为 ( 户 ,a) 的 透镜 空间 (lens 
space), HicfEL(p.a). HIS = L(1,9) #1 SX S'=L(0,1) 
也 包括 在 内 ， 有 些 作 者 将 它们 排除 在 外 . 

RAS AOR ARIK, BAC B= ARE PAR ATR 
中 最 简单 的 一 类 ,但 内 容 却 很 丰富 ， 为 拓扑 学 提供 了 大 量 重 要 例 
I. RIER, RFH AAA E Ml AE Heegaard, 他 在 1889 年 
的 博士 论文 [He] 中 就 论 及 (3，1) 型 透镜 空间 .其 次 是 1908 
年 Tietze [Ti] ， 他 定义 了 透镜 空间 ， 并 猜想 L (5, 1) ML (5, 
2) FLATS. Ak, Alexander 于 1919 年 在 [A12] H HH 
了 这 一 点 . 而 透镜 空间 这 个 名称 则 迟到 1934 年 才 由 Seifert 种 
Threlfall 在 著 各 的 教科 书 [Se-T 1] PREM. Reidemeister 于 
1935 年 [Rei 2] 对 透镜 空间 按 半 钱 性 等 价 进 行 了 分 类 ， 即 模 主 
猜测 分 类 ， 加 上 Moise 50 年 代 初 对 3 HERE, eR 
thar. E. J. Brody WI 1960 年 利用 纽 结 重 又 进行 了 拓扑 分 
类 [By]. | | 

BJ 以 征明 

Lip,g)=Lip,g)=Linp.g) 
=L(- p,-qg)=L(piqt kp). 

于 是 我 们 约定 0<g<p.. 这 也 就 排除 了 S 和 SSX SS). 我们 有 
以 下 基本 结论 : 

(1) Lip, p WEAR EA IAEF Z/pZ. 

(2) (Alexander Al 2])L(5,1)#H L(5,2) 324 AR . 
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(3) £].H.C. Whitehead] WhH 4]7L(p,g9) 和 上 (tp ,gq ) 有 相 
a Ree 24 Bi p= p Begg’ RR —- gq’ (mod 轧 ) 是 一 个 平方 数 . 

(4) (Seifert-Reidemeister| Se-T 2][Rei21)L(p,a)5 Lip’, 
gM, 4H R24 p= 9 Ha = +t ¢ (mod pp) 或 gg = +1(mod 
p). 

(5) (lb[ Hem 2:361)L(p,a) EVF H A EJE N RE ARE 
是 g=- 1l(mod p). 

4 (3) 可 知 ， 工 (5,17 和 工 (5,2) 不 具有 相同 的 伦 型 ; 而 
L(7,1) 和 上 (7,2) 则 具有 相同 伦 型 ， 但 由 (4) HM. ENTER; 
由 (5) BIS, LS DARNEÉ RHIN ARR, m L(S,2) ENS 
À Be Je] S FE. 


§25.3 Dehn 引 理 , 环 路 定理 各 球面 定理 


在 1910 年 的 论文 [D1] À, Dehn 陈述 了 后 来 变 得 很 受信 
ETE BY FE BE ELA Dehn’s Lemma 93|#.: 

(1) Dehn 引 理 SZERE MF-ZHAIM 的 圆周 C 在 
M 中 可 缩 ， 则 cM PAEA A BAM. 

Dehn ZF sc RAT PSR RL “WER”, AHIEEAM 
重 的 缺 随 而 不 被 认可 .经 过 几乎 半 个 世纪 之 义 的 努力 ,希腊 拓扑 
学 家 C. Papakyriakopoulos 于 1957 年 找到 了 正确 的 证 明 ， 而 确 
认 了 这 个 引 理 是 正确 的 [Pa 2j. 他 并 且 还 证 明了 另外 两 个 定理 
[Pa 3]， 介 绍 如 下 . | 

(2) WEEE 若 财 是 一 个 一 维 流 形 并 且 包 合同 态 m(3AT) 
nm (M)ASESER. WEE TIER RAD AAR DCM, 
使 得 3D 位 于 3M F, HE (9M) PRR — PEF LR. 

(3) 球面 定理 FME-TZERKEEEM(M)FO, w 
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在 M 中 存在 一 个 圣人 的 二 维 球面 S， 它 在 M FAT A. 

Dehn 引 理 的 证 明 : BC 是 圆 盘 DD? 的 边 绿 3D* fram 中 的 
BAS, ACTEM PISE, KHAETFTKRAHLNERAN 
f: D-M. 最 初 人 们 想 用 “剪刀 加 头 和 糊 ” 的 办 法 来 消去 映射 
fr DM 的 自 交 点 , 但 都 未 能 成 功 . I Johansson À TE 1935 
年 [Joh] 给 出 例子 说 明 兵 用 这 种 办 法 是 不 驶 的 . 

Papakyriakopoulos 的 方法 是 构 作 M 的 复 秋 空间 的 塔 p: M 
一 MT， 使 分 解 了 原来 的 了 = p°f: 

P2_ 二 -AM 


FA 
M 


车 M 中 相应 的 问题 有 一 个 解 管 为 &， 则 复合 映射 peg 实际 可 用 
蚤 刀 加 浆 糊 的 办 法 来 约 化 .关于 此 读者 可 参考 [Hem 2]. 

将 环 路 定理 和 球面 定理 所 提供 的 工具 与 不 可 压缩 曲面 gu 
. 825.7) Hé, FARRAR, RAA TEE 
nasty. tI Haken MIE, F. Waldhausen [Wald 2] 给 出 了 分 
RE (M $ 25.6). 


$25.4 Seifert 流 形 


Seifert 在 1932 年 的 一 箱 长 文 [Se 2] 中 介绍 了 具有 例外 纤 
维 的 纤维 化 方法 . 其 涵义 意味 深长 . 

Ele v) 是 一 对 互 素 的 整数 ， 一 个 型 为 《ua，Y) 的 纤维 
化 实心 环 ， 是 图 柱 体 D* x 了 通过 等 置 ((r,8),1)= Cr, a + 


222,0) 而 得 的 商 空间 ， 其 中 (r,6) 为 D PARE. EE 


PR elx, 2 0 时 ,在 商 空间 中 的 像 ,每 | | 根 连 成 南 空 间 
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中 的 一 个 回 周 , 称 为 纤维 . 101x 工 的 像 是 一 个 圆周 ,也 是 纤维 , 称 
hE. ESSA D’x DIRZT-R, THAT EN A AZ | ge | 
次 .在 保 纤 维 的 同 有 是 之 下 我 们 可 设 POM Osc pA. pu FRA 
指数 (index). 当 a>1 时， 该 纤维 化 实心 环 称 为 例外 纤 礁 化 的 ， 
并 且 其 芯 子 称 为 一 个 例外 纤维 【exceptional fibre). 4 xn = 1 时 ， 
此 纤维 亿 实 心 环 称 为 正则 纤维 化 的 ,并且 每 个 纤维 都 是 正则 
纤维 . 

一 个 三 维 流 形 M 称 为 一 个 Seifert MIE, AIR M 是 一 族 互 
相 不 交 的 圆周 的 并 集 ， 这 些 圆 周 称 作 纤维 ， 使 得 每 个 纤维 有 一 个 
RARE, PEASE BR, CRA RR RT Ee aie 
那 种 纤维 化 的 实心 环 . M 的 一 个 纤维 称 为 一 个 例外 疆 维 .如 果 
它 有 一 个 纤维 化 邻 域 保 疆 维 地 同 胚 于 一 个 例外 条 维 化 的 实心 环 ， 
{FE BR SE 【 即 芯 子 ); 否则 ， 称 为 一 个 正则 纤维 . AM 
Seifert 流 形 只 有 有 限 个 例外 纤维 ， 

将 一 个 Seifert MIE M 的 每 个 纤维 等 置 为 一 点 ， 所 得 的 商 空 
fa] B 称 为 该 Seifen FUE MPLA Re (orbit-manifold), E- TI 
维 流 形 (HE). 它 是 连通 的 ， 如 果 M 是 连通 的 . 

20 世纪 60 年 代 以 后 ， 美 于 Seifert 流 形 的 研究 ， 重 要 的 有 ， 
D. B. A. Epstein [Ep], W. Jaco MB. Shalen [Jac-S 1], P. 
Orlik, E. Vogt 和 H. Zieschang [OVZ], EDM F. Waldhausen 
[Wald] 等 工作 . [OVZ] 中 的 主要 结论 是 ， 大 名 数 Seifert WIE 
BELLE, ERFERET, REA A — EN in Æ EF IR 
E. FRE, RAEI oF, PA Seifert BERN, 5 
BS ENB. [Ep 3] 中 的 主要 定理 是 ， ET 
紧 三 维 流 形 可 以 表 作 以 贺 周 为 叶片 的 C HRS, WMECH 
AT —T Seifert A. 
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825.5 连通 和 分 解 


一 种 将 给 定 的 流 形 分 解 为 较 简 单 的 对 象 的 办 法 是 作 连 通 和 分 
解 ， 这 在 曲面 分 类 的 研究 中 已 广泛 采用 . 设 M, M, 和 M, BE 
通 的 闭 三 维 流 形 . & BCM, | R, = M,\ Int 
B,, Hh;'R, M ERA, i=1, 2, IEA (RIM A CR) 

hi3 Bi) =h; (2B,)FH M= à OUR. (Ra). RITR M Æ Mi 
和 Ms 的 连通 和 ， 记 作 M = M + Ma. 

EM. Mi, M: 都 是 可 定向 的 并 且 都 有 向 时 ， 我 们 设 上 述 
A 均 为 保 向 的 ， 则 说 有 向 流 形 M 是 有 向 流 形 M, HM 的 连通 
和 ， 记 作 M= Mi 站 M，， 若 hi 是 保 向 的 而 ,是 反 向 的 ， 则 说 
有 向 流 形 M 是 有 向 流 形 M, 和 一 M; 的 连通 和 ，, 记 作 M= Mit 
【一 M,), 这 里 -~ M, RATES M: 已 给 定向 相反 之 定向 ， 值 
PAHE, HEA MRE M. M: EI MI 并 Mis 与 Ml 入 
(-M,) FF, HR M 上 不 存在 反 向 的 自 同 胚 即 可 ， 而 
透镜 空间 L(5,1) 便 是 一 例 (SI § 25.2). | 

设 连 通 的 三 维 流 形 M MERE M =M # M, WR EH 
有 重要 关系 | 

n(M)=m(M,ı)*m{M3). 
还 可 以 证 明 以 下 关于 基本 群 的 定理 : 

(1) (D. Epstein [Ep 1, 2] iX G EE ZEHN EM HAAR 
TADE TRE G 是 有 限 表 出 的 阿 贝 尔 群 。 则 G EHF, Z, 
+2, Z+2+ 2, L'/p£, L+ 2220 2—. 

(2} (B. Evans HL. Moser [Ev-M]} # G BH = ERE 
M HI Æ x, (MIN FH G EARRAN RÉ. RG AR 
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于 有 理 数 加 法 群 的 一 个 子 群 . 
(3) (G. Scott [Sco 1] MP. Shalen [sh]) 设 G 同 构 于 某 
三 维 流 形 的 基本 群 且 GG 是 有 限 生 成 的 ， 则 GG 必 为 有 限 表 出 的 . 

一 个 三 维 流 形 M HR (prime), # M= M,4 M, Al 
EM, 5 M 中 有 一 个 是 三 维 球 座 Ss’. Mi, RAIN ER À; 
S! 上 的 S 从 有 两 个 ，-- 为 S* x S! 基 可 定向 的 ， 另 一 记 作 S$? x 
$1 BARA HAN, (ARR. 

TEE #0 ar fit AY SES SE AN F: 

唯一 素 分 解 定理 ”每 个 闭 的 三 维 流 形 能 被 表 作 有 限 个 素 因子 
之 连通 和 ， 并 且 连 通 和 分 解 不 计 因 子 的 顺序 是 唯一 的 . 

时 定理 的 存在 性 属于 H. Kneser [Kn 2], TOPE— tE NJE Æ 
1962 FA FL Milnor 的 [Mi 13]. Auk. Bin {从 而 紧 的 ) 三 
维 流 形 分 类 合约 化 为 率 流 形 的 分 类 . 


§ 25,6 Haken 流 形 


W. Haken 在 20 世纪 60 年代 对 三 维 流 形 做 出 过 重要 研究 
[Hak 1，2，3]， 他 主要 运用 了 不 可 压缩 曲面 . 在 文献 中 有 六 可 
压缩 曲 而 的 定义 不 尽 相 同 ， 现 按 Jaco [Jac] 的 说 法 ,介绍 如 下 . 
三 维 流 形 M 中 正常 曲面 下 RAE — Pel He 4a wy (compressible 
surface), WR 下 满足 以 下 条 件 之 一 : (i) FEMP PATHE 
胞 腔 的 二 维 球面 ; 或 (ui) 车 存在 一 个 二 维 胞 腔 DOM, 使 得 D 
站 MF=3D #4 [2D] 在 下 中 不 是 平凡 的 .否则 ,下 称 为 一 个 不 
可 压缩 曲 商 (incompressible surface). 

下 面 的 有 限 性 定理 很 重要 [Hak 3], BAS Ai A HR 
an F : 
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Haken 有 限 性 设 M 是 一 个 紧 的 三 维 流 形 . 存在 一 个 非 负 
Ano M), BR IF, oc, FR !EMHERMWEN 
F036 AY AS AT FR SPA PT MER. oe nM), Me PERE i 
Aj BF, 与 在 M 中 平行 

RA (MM) Arse Ee i POY SF i n (CM SDA, MA 
M & Haken & (Haken number). | 

一 个 三 维 流 形 M 称 为 是 不 可 约 化 的 Cirreducible), MM 
包含 的 光滑 骨 人 的 二 维 球 面 均 界 M 中 一 个 三 维 胞 腔 . RY PE 
的 三 维 流 形 必 是 素 的 . 

早期 的 文献 。 如 [Hem 2]， 称 售 有 一 个 正常 的 双全 的 不 可 
压 争 曲面 的 三 维 流 形 为 充分 太 的 (sufficienty large) ME. W. 
Haken [Hak] 对 这 类 流 形 做 过 重要 研究 .Thurston EW, #5 
分 大 的 流 形 称 为 Haken MÆ. 这 一 事实 见于 C T. C. Wall # 
于 Thurston 工作 的 介绍 [Wa 9]. 我 们 采纳 新 近 的 重要 文献 [Ki 
3) 中 的 定 多 :一 个 三 维 流 形 称 为 Haken 流 形 ， 如 果 它 是 不 可 约 
EH, FARE RA TIE OC TAKE. 

Waldhausen [Wald 2] 证 明了 Haken 流 形 的 分 类 定理 ， 其 中 
最 重要 的 特殊 情况 可 陈述 为 :， 

分 类 定理 两 个 闭 的 Haken 流 形 如 果 有 同 构 的 基本 群 ， 则 
€ W E E hS. 

#4 Haken RES Seifert KERAER, AITE AWAHI 
fE. 其 中 有 [Jac-S 1] 

定理 R M TE Haken 流 形 ， 则 rifA) 有 一 个 无 限 循 
环 的 正规 子 群 。 当 和 且 仪 当 M 同 肚 于 一 个 Seifert 流 形 . 

Haken 流 形 的 类 相当 庞大 ,但 是 Haken 的 Seifert 流 形 这 个 
TD% ÆT. Johansson [Joh 2] Mi Jaco Æ Shalen [Jac-5] 
建立 了 三 维 流 形 中 特征 子 流 形 的 理论 ， 其 中 最 常用 的 特 跌 情形 是 
下 述 的 

RES SITE E M Æ Haken ME, OM 由 不 可 压缩 环 面 
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组 成 ， 则 存在 同 痕 意 义 下 唯一 的 一 族 两 两 不 相交 并 且 分 支 数 最 少 
的 不 可 上 压缩 环 面 ,它们 将 M 切 成 若干 块 ， 每 块 或 者 是 Seifert M 
形 ， 或 者 是 无 环 面 的 【atoroidal) ， 即 其 中 的 不 可 压缩 环 面 必 与 边 
SE TT. | 


825.7 Thurston 的 突破 


20 世纪 70 年 代 后 期 至 80 年 代 初 期 ， 三 维 流 形 的 研究 实现 
了 一 项 重大 突破 ， 这 是 由 Thurston RAN. 

三 维 统 形 的 领域 对 拓扑 学 与 几何 学 的 交汇 而 言 是 直 活 的 土 
R. 两 者 的 相互 作用 对 于 拓扑 结构 和 几何 结构 的 研究 都 有 益处 . 

现在 已 经 知道 ， 有 A 八 种 典 瑞 的 齐 性 的 三 维 几 何 学 ， 它们 的 等 
FE (isometry) 群 记 作 G: 

ES 上 三 维 欧 氏 几 向 学 ，G = R* x SO(3); 

“S 上 三 维 球 面 几 何 学 ，G = SO(4):; 

FP 上 三 维 双 有 昌 几 何 学 或 罗 巴 切 夫 斯 几何 学 ，G = 
PSL(2, C}; 

:S’xE!l, G=-SOB)x(KRHRSER): 

HXE!, G= (HY MUL Sa) < (KR BASE 
HF); 

:还 有 另外 三 种 陈述 起 来 比较 复杂 ， 读者 有 兴趣 的 可 参看 
[Sco 3] 或 [Thu 3]. 

一 个 三 维 流 形 M 称 为 是 几何 的 ， 如 果 它 的 万 有 复合 是 以 上 
不 种 之 一 ,并 有 旦 作为 复 才 变换 的 xi(M) 是 同 构 于 上 述 对 应 的 等 距 
群 的 一 个 离散 子 群 . 如果 3M AS, M M 称 为 是 几何 的 ， 否 
IntM 是 几何 的 . 

A 1977 Æ, Thurston 提出 一 个 大 胆 的 猜测 . 
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Thurston 猜测 每 个 紧 的 具有 不 可 压缩 边缘 的 三 维 流 形 M 
wA — THON AS IL AR, BE ir, ré PR 
AJ AR AA ÉD OI A+ 5, at T°? 的 一 些 也 曲面 将 M 切 开 
FES AI — 46 JL {ef AI EE 

ME Thurston 对 Haken ME UE HE TU PEN EHN [Thu 
3]. RI HR THAN FRFR-TEH. 

Thurston EEE Thurston 猜测 对 Haken 流 形成 立 . 

这 个 定理 的 证 明 长 期 未 见 发 表 ， 直 到 1996 年 出 版 了 [Or], 
那里 给 出 了 一 个 完全 的 证 明 . 

Thurston 的 工作 被 认为 是 有 关 三 维 丘 扑 的 革命 性 的 进展 . 其 
深刻 影响 在 于 改变 了 三 维 拓扑 中 传统 的 以 “徒手 (bare hands)” 
HRAM, Eilr, LABAIS, MARA 
学 的 主流 . 
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第 二 十 六 章 ”四维 流 形 


自 20 世纪 50 FRPELE, KEHERSEARZE. BAM 
维 流 形 没 有 包括 在 内 ,其 原因 是 ， 由 于 维 数 不 够 高 ， 使 对 高 维 流 
FG TT SS AV SERRE AR, Whitney MM, 在 4 维 以 下 不 成 立 ; 同时 ， 
又 因 为 维 数 足 够 高 ， 以 至 一 、 二 维 流 形 的 直观 妹 理 方法 不 能 直接 
借鉴 ， 并 且 三 维 流 形 的 知识 也 甚 为 缺乏 . 这 造成 了 四 维 流 形 的 特 
殊 的 困难 和 特有 的 挑战 性 ， 人 人 们 认为 是 神秘 性 . 

直到 20 世纪 70 年 代 ， 有 过 许多 预备 性 的 重要 研究 , 但 实质 
性 的 突破 是 80 年 代 以 后 的 事 ， 其 特点 有 二 ， 一 是 Casson 纲领 的 
实现 ， 二 是 规范 理论 的 应 用 .这 两 项 惊人 的 突破 结合 起 来 ， 得 到 
丸 一 项 惊人 的 结果 : 4 维 空间 R 上 存在 怪异 的 微分 结构 ， 而 且 
有 不 可 数 多 个 互相 不 微分 同 胚 的 微分 结构 .这 在 物理 学 上 和 哲学 
上 应 该 引起 进一步 的 思考 . 

神秘 的 面纱 已 经 掀起 了 一 角 ， 所 看 到 的 部 分 内 容 并 未 解除 神 
秘 感 ， 反 而 使 神秘 感 大 增 . 在 很 短 的 时 期 肉 ， 四 维 括 扑 已 成 为 拓 
扑 学 的 主流 方向 之 一 ， 成 为 千 几 年 来 现代 数学 中 最 热闹 的 领域 . 
这 个 领域 正在 迅速 发 展 ， 前 景 尚 不 可 预期 ， 这 里 只 简介 这 个 理论 
的 若 于 基本 事实 . 
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626.1 前 期 重要 成 就 和 问题 


三 维 流 形 的 基本 群 是 很 受 限 制 的 ， 然 而 任何 一 个 有 限 表 出 群 
均 可 实现 为 其 个 4 维 闭 组 合流 形 的 基本 群 ， 据 此 已 初 见 4 维 拓 扑 
NZRER. 于 是 研究 者 们 往往 限定 基本 群 ， 特 别 先 研究 单 连 通 
的 4 维 流 形 . | | 
”对 于 单 连通 的 4 维 拓扑 流 形 M 而 言 ， 仪 有 的 同调 不 变量 便 
是 2 维 整 系 数 上 同调 群 和 上 积 组 成 的 二 次 形式 ， 或 对 偶 地 由 2 oe 
整 系数 同调 群 和 相交 数组 成 的 相交 二 次 形式 . 后 者 可 应 用 $17.9 
中 Thom 的 结果 (6), 任何 两 个 整 系 数 同调 类 x 和 ywEH，(M; 
Z) 可 分 别 用 有 向 闭 子 曲面 政和 G 表示 ， 且 下 与 G 之 相交 数 内 
与 同调 类 z Ay AH, RAs Sy MARI rey. 此 处 当 
应 用 Thom 定理 时 似乎 需 假 定 流 形 是 光滑 的 , 但 F. Quinn [Qn] 
已 经 证 明 ， 和 任何 连通 的 4 维 拓 扑 流 形 去 掉 一 点 后 便 可 光滑 化 ， 因 
IE Thom 定理 对 4 维 拖 扑 流 形 可 以 应 用 .更 一 般 地 ， 对 非 单 连通 
可 定向 的 4 SBP SPIE M, OR AT SM H, (M; Z) /torsion 
( 坊 AM ;87)) 上 的 相交 二 吹 形 式 ， 上 述 二 次 形式 是 整数 环 上 的 对 
称 一 次 形式 . 如果 流 形 是 闭 的 ， 则 由 Poincaré 对 个 定理 可 证 ， 其 
相 迹 二 次 形式 是 各 模 的 ， 即 在 任 一 车 之 下 二 次 形式 的 抢 阵 的 行列 
式 等 于 土 1. 
整数 环 上 的 康 模 的 对 称 二 次 形式 有 以 下 基本 不 变量 ; À 
(rank), 5&3 (signature) 和 和 型 (type). FIRERZER RE 
数 ， 或 等 价 地 在 任 一 基 之 下 的 和 矩阵 的 对 角 线 上 均 为 偶数 ， 则 称 此 
二 以 形式 为 个 型 (或 称 UH), ARE Aa CBR BR 工 型 ). 
PSR AR MAMA. PENA MRE REPRO 
E, SENITSIK: 车 w BH, M 
292 


aZ=nll}Dml-1),n,m #0; 
Fo 是 俑 型 的 ， 则 


其 中 
-—2 -1 
-1 -2 -1 0 
一 1 -2 -1 | 
Es = -1 -2 -1 
-1 -2 -1 —] 
Ü -] -2 -1 
-1 -2 
— 1 — 2 


RER RE eA O0. Es Pie KT RR BE E 
EE. BRITEN ZRUHREIRKERNITERFIF BEN, Æ4 
无 分 类 定 理 , MRS Bria A PR PE ce HE (Eisenstein-Hermite): 对 
于 任意 目 然 数 r, KANN TEEN SBOE IRIE TA F8 2 
只 有 有 限 类 . TAR PEAR AAR RR. 例如 
r=16, AUF M. Kneser 的 文章 [KnM]; FEN FY > 
=32 时 类 数 兰 10 H% r= 40 时 ， 类 数 宇 105!. 关于 此 ,读者 可 
参考 [Mi-H]. . 

J. H. C. Whitehead 在 1949 年 [WhH 6] 的 一 个 结果 于 
“1958 年 被 Milnor [Mi6] 加 强 为 : 设 M, HM 是 两 个 单 连 通 的 
闭 的 4 维 光 滑 流 形 ，wm 和 mx 分 别 表 Mi 和 Ms 的 相交 二 次 形 
x. UM, 与 M 同 伦 等 价 的 充 要 条 件 是 ， 相 交 二 次 形式 oy 与 
wm FH. | 

20 世纪 60 年 代 ,，S. P. Novikov [Nov 3] MH Wall "Wa 5] 
改进 了 J.， H. C. Whitehead 的 定理 : X M. MM, EN TEE 
通 的 财 4 维 光 清 流 形 . WM MM BA PUMA CESARE, 
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ou F wry 同 构 ， 

Wall 同时 [Wa 5) 得 到 有 关 4 AMIE ON À AE HA : 
设 MAN dh 协 边 的 两 个 单 连通 的 闭 4 维 光 滑 流 形 ， 则 存在 一 
se ft ER 2, EIM FRS X SMART NARS? 
S*). 这 是 一 个 广 为 大 知 的 结果 . (ERIE, 1995 Æ, C. L. 
Curtis 和 项 武 忠 等 发 现 [Cu-F-HS] A 协 过 定理 可 以 改进 为 : 设 
(W; M, N) 是 连接 单 连通 的 闭 4 维 光 滑 流 形 M 和 的 -- 个 
SERA AA 协 边 ， 则 存在 分 解 M= MUSM,, N=N,USN,, 其 
中 Mo 和 No 是 以 三 为 边缘 的 紧 的 可 缩 4 维 光滑 波形 ， 使 得 
(M,,E)SIN,, 2) 4B. BEL, WTR SH w= Wo 
Us.gWi, HE (Wo: Mo, No) 通常 是 一 个 非 平 凡 的 上 & 协 边 ， 
同时 W to RIT M x 作者 在 该 文中 说 ， 这 个 定理 位 居 
1975 年 左右 的 组 合 4 维 流 形 理论 之 主流 之 中 ， 但 很 青 怪 居 热 被 
Emi D, BEL 年 才 被 发 现 . 

Rohlin 在 1952 年 发 表 过 一 个 重要 结果 [Ro 4]: & M ÆI 
定向 的 闭 4 维 光 滑 流 形 有 旦 其 2 SE Stiefel- Whitney 类 w,=0. M] M 
AUS Fo (MM) = ae) 满足 

si AT 人 mmod 16. 
这 是 一 个 很 了 不 走 的 入 有 果 ， 读 者 可 以 拿 它 与 二 次 形式 的 一 个 定理 
(van der Blj) [Mi-H 对 比 : 若 芭 模 对 称 整 二 次 形式 o EN 
ÉJ, Mij 

o( a )=0O mod 8. 

于 是 目 然 立 即 会 握 出 一 个 具有 挑战 性 的 问题 : 是否 存 在 导 差 
= 8 的 4 维 流 形 ? 更 一 般 的 一 个 天 疝 题 是 

问题 ”是否 每 一 个 么 模 对 称 整 二 次 形式 均 可 实现 为 某 个 单 连 
通 的 财 4 维 流 形 的 相 葡 二 次 形 式 ? 如 果 可 以 实现 ， 其 实现 是 否 唯 
RAT? 

KITRERIERTTD RER FAME. 
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$26.2 用 球面 表示 二 维 同 调 类 
及 Whitney 绝招 的 失败 


Rohlin 曾 于 1951 年 [Rol] PHA, “noes, x,.3 (S") 
为 12 阶 循环 群 . 他 于 1952 Æ [Rod] gin, Henn, MA 
24 阶 循环 群 . 并 且说 ， 其 错误 是 由 于 ， 误 认为 沧 谓 的 4 维 流 形 
HERMES ea RAY 2 维 球面 表示 . 同样 的 稍 误 还 在 
[Re2] 中 出 现 过 . 

这 一 重 槛 发 现 的 意 兴 直到 九 年 后 才 由 Kervaire 和 Milnor 所 
EH. HI [Ke-M 2] 中 将 8$26.1 FERIERT Rohlin 定理 推广 
WF. EM E— in eA 4 维 光 清流 形 ，b EE Ho(M; Z) 
在 Poincaré 对 个 之 下 的 像 经 模 2 AR ST M H 2 tE Stielel- 
Whitney 类 ws， 这 种 & 称 为 示 性 的 ， 如 果 b BAC A HI 
2 HERR Ze. WM b-b=o(M)mod 16. 

Bh y EH, (CP; Z) 中 由 CE' = S* 表示 的 典 则 生成 元 . 
别 根据 上 述 推广 的 Rohlin E BEAT WR, RER A 37 4 AE 
HA CP? 的 2 维 球面 表示 . B y MYC H, (CPPHCP, Z) 分 
a CcP?eECP 中 加 项 CP? 和 CP? 中 的 由 CP!= S? 表示 的 典 则 
ÆR, CP 表示 在 作为 实 的 4 AMIE CP? 上 赋 以 与 其 复 结 构 
所 决定 的 定向 相反 的 定向 而 得 人 到 的 有 向 流 形 . 同 理 可 证 ， 示 性 同 
调 类 3y + 7 不 能 用 光滑 凡人 CP? HCP? HIER EN. BE 
可 以 证 有 明 ，3Y JEHA CPACP 的 2 ERDE, XS, 
是 这 样 的 一 个 光滑 嵌入 的 2 BERRI, 并且 设 S, 是 表示 y 的 一 个 
KFHAÄAPMZERH. FES) 与 Sa HIRR A StS = (By) 
y=0. BÆ Si 与 8 即使 人 又 过 同 痕 后 也 必 有 变 点 ， 因 为 理 则 ， 用 
— SEF EET), FFE À CP? HCP? 的 2 维 球面 
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AmMIIt+Y, RSFTBENSEHTFTR. 这 个 结果 宣布 了 
Whitney 4438 OU $ 10.2 Æ $ 20.2) 在 4 维 流 形 的 情形 的 确 是 不 
成 立 的 . 这 正 是 4 维 拓扑 的 困难 所 在 . 


§ 26.3 Casson FA 


为 克服 Whitney FAX 4 维和 失效 所 引起 的 困难 . A. Casson 
在 1973 年 想 山 一 个 办 法 ， 设 计 出 他 自己 称 之 为 灵活 揭 (lexible) 
环 柄 ， 现 今 已 统称 为 Casson MAY PF [Cas]. 

RW’ 是 一 个 有 过 4 HSE, 2W° 是 其 边缘 ， 设 DE 
一 个 2 维 单位 贺 盘 ，3D* 是 其 边缘 . if: (D,a DI Ww", 
3 W” ) 是 一 个 正 起 温和 (normal immersion), Hif|aD?.9D?- Ss! 
ITW ETRA. S 5 W 在 f(D HERRAZ, FHRA K 
HHAH Int W 中 的 横 截 二 重 自 相交 点 ， 则 了 (D*} 是 由 一 个 
AAPM SSMS, ER wt 中 一 个 带 奇 


AMAA, WIE DU. Hr, , 2, BHAA, PR 
是 两 重 横 截 自 相 交点 . ÆD = FrPD2) 中 存在 不 相交 的 简单 陡 曲 
À: At XE 


线 ca, 7, c fr Ec MHA, BARR, (DO DRA 
曲线 的 同 伦 类 自由 地 生成 , 称 为 万 对 的 一 组 基 . 设 在 一 组 基 中 每 
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个 成 员 c, 界 一 个 WHEN BARTH FREIE D? , ME: 

(1) REIHE, NEE 147 ADP NDP = SH 

(2) SHE, DOPOD =. MAA i. 
我 们 将 两 层 的 奇异 圆 盘 作 并 DO U (UD), HS ARR 
[tower)， 如 下 图 所 未 . 


今后 用 下 面 象 征 性 的 图 表示 : 


XX. XX 


设 已 构 作 好 第 : BEA RASE DY, --, DO 并 设 简单 闭 曲 线 
cf, ee, cO ARRA Di, --, DS? 的 一 组 基 ， 且 每 个 ch? 
RAW 中 一 个 正规 浸入 的 奇异 园 盘 DU, MR: 

(1) 不 交 性 ， 对 所 有 AH ADS UN DEP = 0H 

(2) HE, DET PN CU DY ach? ， 对 一 切 j. 
JF Uri DE” PRA +1 层 塔 . 


这 个 过 程 可 无 限 地 进行 下 去 ， 我 们 取 并 集 X= Ü (UD?)， 
不 难 证 明 X 是 单 连通 的 ， 即 xf(X) = 0， 我 们 将 以 X 作为 
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Casonf#HHBH, 

如 果 f: (DaD Wt, IW EEN KA (CH BAHN IE 
HAG, N E DÆ Wt RS ENTER SRE) MCN, N 
Naw=(pD?x D?,Six D2:) 是 一 个 2 MA. 如 果 FETE k 
个 二 和 恒 自 相交 的 正规 温和 人 , 则 (N,N 站 3W?”) 是 一 个 2 HR RT 
县 相 拼 接 而 得 ,其 每 个 拼接 {plumbing) 示 意 如 下 ， 


= 一 
拼接 后 
拼接 前 


aTNBA-TERFHN kinky handle). 

EX PET FB D 换 作 缠绕 环 柄 N DO), Ma 
i+ 1T 层 箱 绕 环 NCDS*) PIEPER TS ERHEBEN (DG?) 
上 ,此 时 要 满足 一 个 标 架 化 (framing) 要 求 ; NDS) Ba Fa HT 
着 N(Din") 上 的 一 条 特定 曲线 并 且 带 有 特定 的 标 架 化 ， DH 
线 及 相应 的 标 架 化 决定 如 下 . 将 标准 2 RAY D° x D? 经 一 个 自 相 
HG mis ET S xD, kA ce 只 有 一 个 二 重 自 相 交 ， 则 
Ne (D DEA ARTE SI < D3, BAER ow, (¢ (D7) ) POE h AE 
Zk c 代表 , 则 可 设 c 对 应 于 S x i01. 不 难 证 明 , 存 在 一 个 办 法 将 
— 2 HN H MAIS" x D? 上 ,使 其 附 贴 a 球面 (圆周 ) 是 Si x 
pi. FR E93Di, 而 满足 (Si1x D'UH,g(2D°))Æ(4 维 球体 ， 
平 几 纽 结 ). 请 注意 ,要 求 8(3D”) 成 为 一 个 平凡 绷 结 ,决定 了 2 环 
H H 的 一 个 (在 同 妆 之 下 ) 特 别 的 附 丫 ,我 们 称 曲线 S'x ip | TEE 
INC g (D7) PRT AY AS ee EM 2 环 柄 H 的 巷子 诱 学 而 得 的 标 
染 化 ， 为 缠绕 环 林 的 一 条 带 有 特定 标 架 化 的 特定 曲线 . 
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设 CH 是 无 限 并 集 U (UND. FÆCCH,N CCD?) 
RAT Casson 3AA. 

我 们 已 经 看 出 CH 是 单 连通 的 .Casson 想必 希望 它 是 一 个 
真正 的 开 的 2 环 枉 ， 他 (Cas] WER (CH, N( f(eD*))) SERRE 
正常 (properly) 同 伦 于 开 的 2 PRA ( DD? x R?, > D? x RŽ). TA 
WISE, FER PPAR AEE FE TERS fia D? 的 Casson 环 
A. 对 此 Casson [Cas] 证 明了 如 下 的 定理 . 

Casson 定理 it Wi 是 一 个 单 连通 的 有 边 4 维 光 请 流 形 ， 设 
f:CD? ,3D W ,3W”) 是 一 个 正规 认 人 ,并 且 在 W4 中 存在 a 
E H.W DE a = 0 AM a? [ri=I 则 存在 一 个 Casson FAR 
VOW", HA VAa Ww 是 F(aD°) W’ 中 的 管状 邻 域 ，Frrel 
aD REF- PRA V 中 的 上 映射 ,并且 在 f(3D*) 上 V 的 第 一 层 
的 标 浊 化 与 从 了 上 诱导 的 是 一 致 的 . 

Casson 以 上 工作 是 4 维 拓扑 发 展 的 历史 性 和 转折， 他 提出 了 克 
服 4 维 困难 购 正 确 的 网 领 ， 概 念 和 和 技术， 并 获得 了 初步 的 重大 进 
Re. 当年 Casson FE MRI, eR - PER RARE RE 
HAC, BR CBB AAA. BB] 1986 年 ， 这 三 
篇 讲义 才 连 同 Rohlin 的 几 篇 文章 一 道 ， 如 上 若干 评注 及 相关 的 
EX, EL. Guillou 和 A. Marin 编辑 成 《被 遗忘 的 拓扑 学 的 研 
#£ (A la recherche de la topologie perdue)? -— #, 正式 出 版 
[Gui-M]， 读 者 从 中 可 以 参考 ,这 就 是 [Cas]. 


§ 26.4 Freedman 的 突破 


Casson WSIS AM. H. Freedman 于 1982 年 实现 的 . 
Freedman 在 普林斯顿 大 学 受 W. Browder 指导 于 1973 ER 
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得 博士 党 位 ， 当 时 他 研究 作 维 为 2 BRERA (NH [Fre 1]). 
Freedman 在 [Fre 3] 中 说 ,他 在 研究 生 期 间 便 楚 想 将 高 维 流 形 
托 扑 学 的 革 些 关键 技术 转移 刘 低 维 去 ， 特 别 是 4 维 . 上 面 讲 到 
的 ，I973 年 Casson 已 发 展 起 Casson IPI ie, Freedman 是 在 
1974 年 Kirby H — BA Re PA Kirby 处 学 到 的 ,但 他 花 了 几 
年 功夫 才 完 全 理解 Casson 的 观念 和 其 潜力 ，1978 Æ, Freedman 
做 了 怪异 S* xR 的 工作 [Fre 2]. 而 在 1978 年 5 月 Freedman 拜 
访 了 BBB，Edwards， 当 他 谈 自 己 关 于 怪异 Sx R CHE, Ed- 
wards 立刻 指出 可 以 将 收缩 (shrinking) 这 一 Bing 学 派 的 技术 加 
到 Freedman 的 工作 中 ， 而 形成 几何 控制 (geometrical control). 
后 来 Freedman 发 现 ， 几 何 控 制 可 以 精心 姓 理 芒 至 不 可 数 地 重复 ， 
”而 于 1981 年 [Fre 3] 证 明了 下 面 的 结论 . 

Freedman 定理 任何 Casson HAHN CH (CH, NCD?) 
同 且 于 标准 的 开 2 GR D? x R? E(D? x R?,2D?x R?). 

这 个 定理 的 证 明 占 了 文章 [Fre 3] 的 大 部 分 篇 申 ， 约 有 60 
页 EMRA, Wah ee. 

重要 的 是 从 这 个 定理 出 发 ， 可 以 证 明 4 维 流 形 的 上 协 边 定 
理 : X Mi HM, 是 单 连 通 的 光滑 的 紧 的 4 维 流 形 ， 则 任意 单 连 
通 的 光滑 的 中 协 边 (Wi Mia Mo Dh HINER, HOW 
RRFM,<[0, 1]. 进而 可 以 证 明 ， 运 用 乏 模 对 称 整 二 次 形式 ， 
能 够 对 单 连通 的 闭 4 维 拓扑 流 形 分 类 . 这 里 用 到 Kirby-Sieben- 
mann pRa M EZAZ, HP M 是 一 个 4 维 拓扑 流 形 :ofad) 
=0,# M x S! 是 可 光滑 化 的 ;而 e(M)=1,4 M Xx S' 是 不 可 光 
请 化 的 .分 类 定理 如 下 [Fre 3]. 

Freedman 定理 ” 单 连通 的 有 问 陆 4 维 拓 扑 流 形 的 有 向 同 胚 
蓉 的 集 台 ， 一 对 一 地 对 应 于 以 下 的 俑 对 的 集合 ， 

Klol,ar:#& w 是 偶 型 , 则 要 求 满足 条 件 à (a) /8 二 a (mod 2)} 
其 中 [wj 是 各 模 对 称 整 二 次 形式 w BANK, a CZ/2Z, M 
olw) MB. 
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这 个 定理 彻底 回答 了 $26.1 最 后 提出 的 天 问题 : BTR 
的 之 模 对 称 整 二 次 形式 均 可 实现 为 在 同 肚 意义 下 唯一 的 一 个 单 严 
通 的 有 向 闭 4 维 拓 扑 流 形 的 相交 二 次 形式 ， 每 个 奇 型 的 双 模 对 称 
整 二 次 形式 均 可 实现 为 在 同 凸 意义 下 两 个 单 连通 的 有 向 闭 4 BE 
扑 流 形 的 相交 二 次 形式 ， 其 中 至 少 有 一 个 是 不 可 论 滑 化 的 . 

此 定理 结论 中 的 一 个 特 款 ， 取 w= 旋 ， 便 是 拓扑 范畴 的 4 A 

PX Poincaré 犹 测 的 肯定 的 回 管 . 

| AEX Poincaré WR # 3 是 一 个 同 伦 等 价 于 S* 的 闭 4 
维 拓扑 流 形 ， 则 =* AMF S+. 

类 似 地 ， 存 在 唯一 的 单 连 通 的 闭 的 4 维 拓 扑 流 形 以 Es AH 
变 二 次 形式 的 矩阵 ， 记 它 为 | Es|. 由 Roblin 定理 知 |Es: 是 不 可 
光滑 化 的 ;| Es|##|Es| 的 相交 二 次 形式 为 Es 中 Es, 它 是 不 是 可 光 
消化 的 ， 当 时 尚 不 可 判断 ， 读 者 请 接 下 去 奢 § 26.5. 


§ 26.5 Donaldson 的 突破 


20 世纪 70 年 代 以 来 ， 理 论 物 理学 中 的 规范 理论 已 受到 数学 
界 高 度 重 视 ，Atiyab 就 是 一 位 积 航 的 鼓 歇 者 ， 他 在 世界 许多 学 术 
中 心 柚 讲演 并 出 版 了 讲义 [At 2]， PE TBAB. 1982 
年 ，Atiyah MN. J. Hitchin 在 牛津 大 学 指导 的 一 位 研究生 S. 
K. Donaldson, MHHHEHZHRBIEH FT EI MIEHE RAR, 
得 到 下 面 的 定理 [Don 1]. 

Donaldson 定理 设 M 是 一 个 单 连 通 的 用 4 维 沧 滑 流 形 ， 
它 的 相交 二 次 形式 ww 是 正定 的 . 则 ou 是 标准 的 ， 即 在 整数 环 
上 等 价 于 (1) 中 … 后 (1)， 

这 个 定理 把 大 量 的 具有 正定 的 相交 二 钦 形 式 的 单 连 通 的 闭 4 
维 拓 扑 流 形 从 光 滑 范畴 排除 出 去 .例如 流 形 |Es| 共 |Esl 的 相交 
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二 次 形式 是 EE, HS EME Roblin 定理 结论 之 等 式 ， 但 由 
Donaldson 定理 ， KIN 5 E E WEHRT N. HST 
$ 26.4 最 后 遗留 的 阿 题 . 

这 个 定理 加 上 和 26.4 中 介绍 的 Freedman 的 理论 ， 产 生 丁 惊 
人 的 推论 : R 上 存在 怪异 光滑 结构 .这 是 20 世纪 80 年 代数 学 
界 芒 强烈 的 震撼 ， 我 们 将 在 下 一 节 专 题 介 绍 . 

Donaldson 的 这 项 成 就 的 一 个 特别 引 A 注 自 之 寻 是 ， 作 为 理 
论 物 理学 的 一 个 分 支 的 规范 理论 应 用 于 4 维 拓 扑 击 获得 重大 的 本 
质 性 进展 ， 这 与 通常 理解 的 纯粹 数学 的 成 果 应 用 于 理论 物理 学 的 
一 艇 程序 方向 相反 ， 这 难道 不 值得 深思 吗 ?1 

Donaldson 定理 的 证 明 很 难 ， 世 很 长 ， 详 细 情 形 读 者 可 参考 
[Don 1], [Don-Kj， iFrU] # [La]. 现在 介绍 其 证 明 酚 概 
于 下 : 

EM @— S332 SLE. x: EM 是 一 个 上 秩 复 向 量 从 ， 
# E ER T — i Hermite 度量 . P (E) RE EAS 
面 之 集合 ， 它 是 一 个 线性 空间 ，T*M 表 M 上 的 余 切 从 , EL 
的 一 个 联络 (connection) 是 一 个 线性 映射 万 : T(E)= DIE) 
T(T’ M@,E)= 0A (E) Æ Leibniz ER OF sCrck ym fe 
C”(M)#4 

D fs) = df@ÿs + f Ds. 
D EASO AERAR, AMER s,tET(E)=D’I(E)E 
dis,t?=(Ds,t;+(s,De). 
iE RTT ARID S$: CM) =P CAT MIM QE) = 
PCA'T* MORE ). 

HT E KASD, aes D LH Æ (curvature) RE N? 

(Hom E, EDA F: 
R”? = D!:D.NP(E)— R (E) 
HP DIN!(E)=T(T’ MORE) > D’(E)=T(A?TT' MOORE) 
为 对 wE MMDA se QUE) 
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D (wis) = deoW&s —wA Ds. 
可 验证 , R? SF C7 MARHE. 
现在 设 M 是 一 个 有 问 揭 闭 Riemann 流 形 ， 其 Riemann 度量 
导出 TM 上 内 积 ， 再 与 五 之 内 积 导 出 4 工 ” M@RHom (E, 
E) LAR. 设 万 为 王 上 的 一 个 联络 ， 则 Yang-Mills ?2 AE D 
ERA LA 


ak DY = |, || RP. 


今 求 与 度量 相 容 之 联络 DE U CD) BER. AH D 称 为 
ASTRO (self-dual) ， 若 使 得 R? BAR Yang-Mills 方程 
x RP = R? 
He, B+ 是 由 度量 所 确定 的 Hodge ESRT (Hodge star). 
e=- {与 度量 相 容 的 所 有 联络 |， 它 是 一 个 无 限 维 线性 空 

fa]. E 上 的 规范 群 (gauge group) Æ XA 

G= O° (Homeric preserving CE > E)). 
SEELEN 2 MAM ES DEE 

DE = geDeg'i. 


由 此 有 

R” 一 geRDog !, 
从 而 

| R” 2s | R? |?, 
因此 


HA DE) = UAD Y. 

于 是 Yang-Mills 泛 函 可 对 商 空间 B= 6/4 EX, RA ARE 
的 ， 但 折 扑 学 即将 显露. 

将 我 们 的 讨论 限于 自 对 偶 的 联络 ， 记 


M=iDE SE + RP= RP}. 


> 
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M= MSG, 

BA Hermite H EMA E 上身 对 俏 联 络 之 模 空 间 (moduli space). 

现在 设 M 是 有 向 的 单 连通 的 闭 4 维 光 清流 形 ， 其 相交 二 次 
形式 oy 是 正定 的 . DE EM ESUO) WEARS et 
SA, AR BRIE CE) = - 1. A La, «ED Atiyah- 
Singer 指数 定理 [At-H-S], 可知 dim.#=5. 

Donaldson 在 1982 年 的 论文 [Don 1] 中 ， 完 成 以 下 推理 . 

径 扰 动 后 ，.# 是 一 个 带 有 有 限 个 奇 点 的 可 定向 的 5 EEE 
IE, 这 些 奇 点 一 对 一 地 对 庶 于 可 约 化 的 联络 的 等 价 类 ， 每 个 奇 点 
有 一 个 APR, ERE + CP? (- CP? CP) 上 的 一 个 锥 . 
XZTK. Uhlenbeck [U] IC. Taubes [Tai] 的 工作 ，Den- 
aldson 证 明了 AM En (end) ES MEET M x (0. 1]. 于 是 
APY BAN PR. 


M TOU 
车 切 去 开 的 端 及 奇 点 ， 得 一 个 紧 的 光滑 的 可 定向 的 5 维 流 形 
WWW， 其 边缘 3W PARR, BORGIR M， 另 一 部 
5 St REP + CP? ZRI, EP M 协 边 于 CP?) | 
|| (+CP?), 
有 多 少 个 二 CP?? SRH. 


[可 约 化 的 联络 等 价 类 | 下 > 
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[+ 0:0 RUM 2 形式 ,使 得 | OA a = 1 


| uru € H{M;Z),u° = 1}. 
记 m 为 可 约 化 的 联络 等 价 类 的 数 和 且 ，r 为 mw AE, WA 
m&r. 
因为 oy HSHEM 的 协 边 不 变量 ， 故 
r=o(M)=o(C + CPE) IK LCP jam. 
ATTA m = +. 由 正定 性 可 知 
cop (13-01). 
这 就 是 Donaldson 定理 的 结论 . 


§26.6 ERR 的 存在 性 


Donaldson 定理 结合 Freedman 的 理论 可 以 推出 R° 上 存在 怪 
蜡 的 微分 结构 ， 这 在 当时 被 几 位 拓扑 学 家 同时 认识 到 .第 一 解 发 
表 的 是 文章 [Gom 1]， 下 面 介 绍 Kirby MX, AT [Fre-L |. 

H CP? 中 代数 曲面 KK = [zo zis 22-23]: 20+ zit 23+ zi = 
0| 被 称 必 Kummer 曲面 或 K3 曲面 . 它 是 一 个 单 连 通 的 财 4 维 光 
HAE ,其 相交 二 次 形式 根据 [Sp 21% 


0 1 
ox =2EsG3| | 


FH Freedman 定理 可 知 , 拓 孙 地 
K=2|E,|#3(S?x 5°). 
4 X= HS’ SEIN CH 4 ER), Max = S*. 存 在 一 个 配 领 
0 
BA XOK ER NER Hu(K) 中 的 @@3 |, aa 
AH iGX)E K PEATEOS? x (0, VEN FEF-EKEIR 
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0 1 
A j: X> #3(82 x SBR 4308? x me, NI 


E SORA T CAS? (0,1) 168 :(X) ZE UK 
iCX) 


JX 


W 
一 


HS x S ) 
A 
EEE 


CXU CCI) F(X) SRLS SR V=j(X)U Cr), RUES 
的 光滑 结构 时 , GSP El PR AY PR, AT dE BB TE a Pp: UV, 
使 得 在 和 上 po = 即 下 面 的 图 表 交 换 
CX )~i(X)U Ci) = U+K 
i 
ye wei) F 
IOO 7 (XU CG) = V— #308? x 92) 
F W=H3S XS?)\ j(X) RSM PRAMS: 
(1) W REF Ri. SH Freedman 的 文章 [Fre 3] 中 的 5 
维 正常 A 协 边 定理 推出 . 任 一 非 紧 的 无 边 4 维 流 形 W., T fe A 
ZEN, WE H, (W; Z) =0 并 且 只 有 一 个 间 胚 于 $3x [0 ， 
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+ co) 的 端 ， 则 W HT R. 
2) W TREATS OCT aS 9 不 微分 同 胜 于 赋 以 标准 微分 
结构 的 R. DEAR AN F: 

到 A= #H3(S2x PIV VER WR - TER. 我 们 将 证 
明 ， 不 存在 从 S° 到 WRITER RA, APA 和 包含 于 其 内 部 . 这 个 
反常 的 性 质 推出 了 结论 (2), M wW 是 一 个 怪异 的 R'. 

设 相 反 地 ， 这 种 光滑 和 嵌 人 存在 . BORERA A: SWR 
BA CASO HAR. Wo Ck(S)) EK 中 一 个 光 清 能 人 的 3 
维 球面 , 它 分 型 C(i) 之 两 端 . MMR KK 为 两 部 分 ,K AH. E 
们 都 是 带 边 的 光滑 流 形 ， 它 们 的 边 绿 微分 同 且 于 标准 的 S*. 设 
KK “是 其 2 维 同调 为 Es 中 Es 的 那 部 分 . 因此 在 K 的 边缘 上 用 
p oh 粘 上 一 个 4 维 闭 球 体 ， 就 得 到 一 个 单 连通 的 闭 的 论 滑 的 4 
维 流 形 

Y=K'U,-14D*. 
它 的 相交 二 次 形式 是 EDE. 这 与 Donaldson EHFR! 

实际 上 我 们 还 可 以 证 明 更 客 ， 若 将 W RMAC) PRS 
12 vol 的 截 口 切 开 之 图 中 的 左 仙 部 分 W,. w, 同样 有 结 i 
MMO), Bl W, RLR RRG E AE EET RATE 
KREIEREN Ri, REST W, 都 是 一 个 怪异 的 
Rt. 重要 的 是 ， 若 *，tEt0，1) mse, M 


DIFF 


WEW,. 
因此 至 少 得 到 一 个 实数 参数 化 的 互相 不 微分 同 胚 的 怪异 R 这 
个 结论 的 证 明 要 用 到 Taubes 的 [Ta 2] 中 的 一 个 定理 ， 它 是 将 
Donaldson 定理 推广 到 具有 周期 性 端的 情形 . 

R. Gompf 是 1983 年 第 一 个 发 表 怪 异 R [Gom 1] MA, 
他 在 1985 年 得 到 两 个 实 参 数 化 的 怪异 Ri [Gom 2j. Z. Bizaca 
于 1994 年 第 一 次 为 怪异 R* A REA [Biz], M Freedman 
ML. Taylor HET Ri 的 一 个 万 有 光滑 化 U, 使 得 RI 的 任何 光 
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滑 化 均 可 光滑 地 嵌入 UF [Fre-T |]. 

进而 人 们 会 问 一 个 很 一 般 的 问题 : 是 否 每 一 个 非 紧 的 光滑 4 
维 流 形 有 不 可 数 多 个 不 同 的 光滑 化 ? Gompf 于 1993 年 证 明 
[Gom 3] 4% 4 MIE M 去 掉 一 个 点 以 后 ，MA pt 有 不 可 数 多 
THE. TIR [Din 1，2] 则 得 到 了 普遍 得 多 的 结果 .但 问题 
尚 远 未 解决 . 

ATH 4 维 光 滑 流 形 上 是 示 有 不 同 的 光滑 结构 的 问题 ， 早 期 
的 重要 结论 是 1970 年 由 J]J. Cheeger 和 Kister [Chee-K] 证 明 的 ， 
充其量 只 存在 可 数 多 个 紧 4 维 光滑 流 形 ， 后 来 发 现 ， 当 = 9， 
Bl, CPE n CP? 上 有 怪异 的 光滑 结构 等 . 但 S4 上 是 否 有 怪 
FA Gta ae ta, AA a A A I eS SE APE RE eE 
之 一 . 


§26.7 规范 理论 的 新 发 展 及 其 应 用 


Donaldson 的 成 就 开启 了 运用 规范 不 变量 于 4 EHI — AN 
RM. 20 世纪 80 年 代 以 后 的 一 批 新 进 的 4 RRR, ee 
是 走 的 这 条 路 子 ， 并 获得 大 量 成 果 . 到 1994 年 秋冬 之 次 ，N. 
Seiberg FE. Witten [Wit] 提出 了 一 个 新 的 单 极 子 方程 ， 
Seiberg-Witten 方程 发展 了 规范 理论 . 这 个 新 理论 立即 显示 出 
较量 的 威力 ， 因 为 应 用 Seiberg-Witten # È M, P. B. Kron- 
heimer 和 T. S. Mrowka VER ET KH ET KAHN EZ 
的 Thom 猜测 [Kr-M]: CP? 中 光滑 展 人 的 代表 着 同一 个 同调 类 
的 有 向 闭 曲面 中 ， 以 其 中 的 代数 曲面 的 半 格 为 最 小 .接著 于 
1995 Æ M. Furuta 应 用 Seiberg-Witten 不 变量 ， 将 另 一 个 长 期 无 
法 解决 的 著名 的 LAS 猜测 推进 了 一 大 步 ，1178 猜测 说 : 给 定 一 
个 光滑 的 闭 Spin 4 WE M, A HCM: Z)=0, M 8,/|ol 
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21148, Eh & 为 M 的 第 二 个 Betti K, Mo RM NSE. 
Furuta 证 明 [Fu]: Bar| a| >10/8. 

HT ANARE, 美 于 已 经 获得 的 进展 读者 可 参考 
[Sal]. | 
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Pit 录 
Fields À # = PH ER 


Fields & § 1936 年 开始 至 1998 年 共有 42 人 获 此 殊荣 ， 其 中 
有 二 三 位 是 全 部 或 部 分 因 拓 扑 学 研究 的 黄 献 而 获奖 . 

下 面 列 出 这 13 位 的 获奖 时 间 ， 姓 和 名， 获奖 研究 领域 ， 及 与 
本 书 有 关系 的 部 分 . 
1954: J-P. Serre, AAt, Sr, NÈ 
1958: R. Thom, KI SMART, BZ, tts 
1962; J. Milnor, RA HH SaF, StH, HA., Ir 
—, ota, t=, Z+M, ~+He 
M. Atiyah， 人 代数 拓扑 与 代数 几何 ， BEA, DHA 
A. Grothendieck ,代数 几何 与 同调 代数 ,第 六 ,二 干 一 这 
S. Smale， 答 分 拓扑 与 微分 动力 系统 ， 第 二 十 章 
1970: 5. P. Novikov, NH, 微分 拓扑 与 代数 K Bit. Æ 


1966 : 


二 十 一 ， 二 十 二 ， 二 十 三 章 
1978: D. G. Guillen, (UT, RAK 理论 与 同调 代数 ， 第 
二 十 一 章 


1982: W. Thurston ,三 维 流 形 几 何 反 扑 与 叶 状 结 构 , 第 二 十 五 音 
1986: 5. K. Donaldson, 4 维 拓扑 ， 第 二 十 六 章 
M. Freedman, 4 维 拓 扑 ， 第 二 二 -六 章 
1990; V. Jones, MH, 第 二 十 四 章 
1998; M. L. Kontsevich, #4 Mi, 第 二 十 四 章 
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本 索引 包括 人 名 索引 和 术语 索引 . 术语 索引 前 半 为 汉文 在 前 
VACUA ,后 半 为 西 文 在 前 汉文 在 后 , 西 文 术 语 以 英文 为 主 , 个 别 
为 德 文 或 法 文 .检索 时 汉文 数字 表示 章 , 阿 拉 伯 数字 表示 节 ,其 中 
数字 0 表示 该 章 之 引言 . 
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Leray, J. (1906 - 1998): = 7; F=0,1,2,3,4,5,9; +0, 
1,2, 3, 5.6; 

. Levine, J.P.: FJL 4; =F 2; 

EAE Li, W.-P.: OEH 2, 3, 5; 

Bil Liao,S.D.: JL 11; 

Lickorish, W.B. R.: 二 十 四 3, 6: 

aK BERS Lin,X.-S.: 二 十 四 2, 10; 

Listing,J.B. (1808 - 1882); — 0, 6: ZW 1, 2; 

Little, C.N.: 二 十 四 2; 

Luecke, J.: 二 十 四 3; 

P fE Luo, F. (1963 -): 二 十 六 6; 

Lusternik, L. (1899 - 1981): JL 4; 


Mac Lane, S. (1909 — ): À 3, 5; € 3; FA 0, 2, 3: 
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Marin, A.: 二 十 六 3; 

Markov, A. A( 1903 - 1979}: 二 十 二 . 3; 

Masden,I.: 二 十 三 0; 

Massey, W.: JL 1.2; PPS 5; 

Maxwell, J.C. (1831 - 1879): — 5; 二 十 四 i; 

Mayer, W. (1887 — 1948): D 1; A 1; 7* 1; 

Mazur,B.: — t= 0, 3; 

Melvin,P.: 二 七 2: 

Menger,K. {1902 - 1985): = 6; 

Migram,R.J.: 二 十 三 0; 

Mills, R. {1926 - ): 二 十 六 5: 

Milnor,].€ 1931-3: Z 1; Z6: M 1; A 4; AL 9; F 1,2, 5; 
于 一 8; 十 二 3, 6; 十 七 8: TILO, 1,4; Zr 0,1,2; 二 十 
— 0,4; 二 十 二 0, 1,2,3; 二 十 二 0, 1, 2, 3, 4; 二 二 四 3; 
二 十 五 5; 二 十 六 1,2; 

Miyasaki,H.: /\ 4: 

Möbius,A.F. (1790 — 1868): — 6; 

Moise,E. (1918 — }: Z 1; 1: 7 r=1: Ti 2; 

Montesinos,J.: 二 十 四 6; 

Moore,].C. (1823 — ): Z+ l; 

Moore, R. L. {1882 - 1974): AU 1; 

De Morgan, A. (1806 - 1871): — 9; 

Morgan,].W.: ZTH7; 

Morse, M. (1892 - 1977): + 0, 5; 

Moser, L.: Z+ T. 5; 

Mrowka.T.S.: ZF; 7; 

Munkres,J.: A 2; #4; £3; Zrz0, 1,3; 

Murasugi,K.: 二 十 四 9; 
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Nagata,J.: = 6; 

Newman, M. H. A. (1897 - 1984): PO 1; 

Nother, E. (1882 - 1935}: 9 1; A l; 7° 0: 

Novikov, S. P. (1938 - ): 十 二 6; FE 8; 二 十 二 0, 3; 二 十 三 
0,2; 二 十 六 1; 


Papakyriakopoulos, C. (1914 - 1976): 二 十 三 1; 二 十 五 3; 

Peano, G. (1858 — 1932); == 6; 

Pitcher, E.: 78 L; 

Poenaru, V.: 二 十 三 3; 

Poincaré, H. (1854 - 1912): = 1,2; = 0, 1, 6; 四 1, 3: #4; 
7X 2; A 2; À0,1,2,4,5, 6: T0,1,3,5: 十 一 1; 十 二 
0,1; 十 三 5; FE 0, 1; 二 十 三 1; 二 十 四 6: 二 十 五 0,1， 

Pollack, A.: FZ 1; FE 4; 

Pont, J.C. :— 6; 

Pontrjagin, L. S. (1908 - 1988): [0 3; 4 5; + 2; +--+ 7; FT 
0,4, 6; FA 0, 1; THO, 1,3,4; FAO, 

Postnikov, M. M. (1927 -): FR 0, 4; 

Prouhet,E.: — 2; 

Puppe, D.: A 2; 


Quillen, D. (1940 — });—+— 4; 
Quinn, F. (1946 - ): 二 十 六 1: 


Radó, T1895 - 1965). Z t= 1; 

von Randow,R.: FH 4; , 

Reeb,G. (1920 — }: 十 九 2; 

Reidemeister,K. (1893 — 1971): À 1, 2,9; 二 十 四 0,3,7; 二 十 
Fi 2; | | 
396 


de Rham,G. (1903 - 1990): 21; E 0,4; F 0, 4; r=9; 

Richardson, M. : 十 五 3; 

Riemann. B. (1826 - 1866): — 0, 7, 8; Z 1; tt 1; = TE 6; 

Roch, G. (1839 - 1866): 二 十 一 1; 

Rohlin, V. A. (1919 — 1984): 十 二 6; TE 0,1,2,3; FA 0,1, 
4: 二 十 三 2:2+7 1, 2, 3, 5; 

Rolfsen, D.: 二 2; 二 十 四 2, 4,6; 

a: HHE Rong,Y.W.: 二 十 四 3; 

Rothenberg, M.: 二 十 三 0; 

Rourke,C.: “t= 3; 


Salamon, D.: 二 十 六 7; 
Samelson,H.: ZT 1; 
Sanderson,B. :二 十 三 3; 
Sard, A.: 十 七 1; 
Scharlemann,M.: 二 十 四 3; 
Schauder ‚J. (1896 - 1943): = 7; FZ 1; 
Schlafli,L. (1814 — 1895): Z l; 
Schnirelmann, L. (1905 - 1938): JL 4; 
Schônflies, A. (1853 — 1928): = 4; 二 十 四 3; 
Schreier,O. (1901-1929): #4 2; 十 六 2; 二 十 四 2; 
Schubert, H. (1848 - 1911): 十 二 4, 5; 
Schubert,H’.; Z FW 3; 
Schumann ,H.G.: 二 十 四 7; 
Schur, L. (1875 — 1941); 十 六 2; 
Schwarz, H. A. (1843 — 1921): JL 1: 
Schwartz, L. (1915 - ): 五 4; 
Scott, P.: ZTH 5, 7; 
Seiberg, N.: 二 十 六 7; 
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Seifert, H. (1907 — 1996): = 1; M 3; Al: 1,2; 75; 十 一 
0, 2; = FU 0, 3,6, 7; — tH 2, 4; 

Serre,]: -P. (1924 - ): 十 一 5; 十 三 1; TA 0, 3,4: 1-58; = 
十 一 4; 

Shalen, Ps: 二 十 五 4. 5, 6; : 

Shanahan,P.: TAX 4; 

Siebenmann,L.(1939 - }: Ll; == 0, 4; 二 十 六 4; 

Singer, I. M. (1924 — }: A. 4; JL 2; 190; FA 4; —+—0, 1, 

Smale, 5. (1930 -): F5; FA O0, 43 770,2 

Smith, P.; FE 3; - 

Sobolev, 5. L. (1908 — 1989): 五 4; 

Spanier, E. (1921-1995): A. 2,5; 75 2,4,5,7; A 1,2,6; + 
= 3; 十 四 3; 

Stallings ,J. (1935 - ): FJL 4; 

Stasheff,J.: FA 4; i | 

Steenrod, E. (1910 - 1971): Æ 3, 5, 6; À 1,2, 5, 8: € 0, 1, 
2,3; U3, 11;+— 0; 2,5, 6,7; 十 二 3; FH 0, 1; 2, 3; 
Tt 0,5, 9; | 

Steinitz, E. (1871 — 1928 }: Z1; Fly 3: Zr=1l; 

Stiefel, E. (1909 — 1978): FL 115 FZ 9, 2, 3; 

Stillwell,J.: Z 1; tH 4, 5, 6;. | 

Stong, R.: FE 8; 二 十 六 -1; 

Fh Æ Sun, Y.: 十 一 7; 

Svare, A. S. (1934 - ): Z+= 2 


Tait, P. G. (1831 - 1901): 二 十 四 0, 1, 2, 9; 
Taubes, C.: FN 5, 6; 
Taylor, L.: 27S 6; 
Thistlewsite,M.: Z +A 2, 9; 
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十 四 6; 二 十 五 2; | | | 
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Weil, A. (1906 - 1998): += 9; 
Weyl,H. (1885 — 1955): W 1, 3; FL 1: +1; 
White,].: oP 0; 
Whitehead, G. (1918-}: JL 3, 10; 
Whitehead, J. H. C. (1904. — 1960): = 2; A 0, 2, 3,4: A 4,5, 
7,9, 113 F3; FA 4; 二 十 四 8; 二 士 五 1, 2; 二 十 六 1; 
Whitney, H. (1907 — 1989): — 9; # 5, 6; A 2: JL 5, 10, 11; 
t 0,1,2,3; 4—0, 1,2,3,4,7; 720,3; FH 2; 二 十 
2; 二 十 三 1; 二 十 六 0，2; 

Wirtinger, W. (1865 - 1945): 二 十 四 4,6, 7; 

Witten, E. (1951 -): 二 十 六 7; 

RXR Wu Wen-Tsün(1919-): tZ 0, 3, 4, 5, 6; t= 0; + 
五 2; 二 二 三 2; 

AF Wu,Y.-Q.: 二 十 四 2; 


杨振宁 Yang,C.N. (1922 -): = EA 5 ; 
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Zieschang ,H. (1936 - ): = FM 2, 3, 4, 6: 
Zilber,].: D 1; A 7,8; 
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术语 索引 


Adem 公式 ,Adem's formula: 十 五 2, 3; 

Alexander TEE, Alexander invariant: 二 十 四 7; 

Alexander XHB, Alexander duality: 四 3; 

Alexander ist, Alexander polynomial: 二 FEU 0, 7, 8; 

Alexander EFF, Alexander matrix: 二 十 四 7; 

Alexander 理想 Alexander ideal: 二 十 四 7; 

Alexander-Spanier 上 同调 Alexander-Spanier cohomology: 五 3; 

Atiyah-Singer 定理 ，Atiyah-Singer index theorem: 十 A 六 0, 4; 二 
十 一 0; 二 十 六 5; 


11/8 350, 11/8-conjecture: 二 十 六 7; 
RE, semigroup: 二 十 一 2; 
fig He, cell: Z1; 
HS, cell complex 
Ha FEA EE, cellular homotopy: JL 9; 
Af Re eT. cellular map: FL 9; 
Beltrami É F, Beltrami operator: 十 4; 
AWE TE, tautness: 五 5; 
Bernoulli #t, Bernoulli number: FA 4; 
Betti 数 Berti number: 70,1; M 1; +5; STA 7; 
ME, closed braid: 二 十 四 5; 
ASE, cycle: L 2; 
HR, frontier: 一 1, 2; 
i & fal #S. boundary homomorphism: 七 1; 
#7, braid: 二 十 四 5; 
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ee PE braid group: 二 十 四 5: 

RAT I, framed cobordism: 十 十 0,1; 

iP SE ETE , framed manifold: -F-E 1; 

28th, framing: 二 十 四 6; 二 十 六 3, 

标准 实心 环 ，standard solid torus; 十 一 2; 二 十 四 2; 

WAS ALS , wild knot: 二 十 四 2; 

TRAE WB, retraction: JL 4; 

薄膜 复 形 ，membrane complex: /\ 4; 

Beckstein FJ#, Bockstein homeomorphism: 六 2, 3; 十 五 3; 
Bott 周期 性 定理 ，Bott periodicity theorem: 二 十 0, 1; —+— 3, 
不 动 点 定理 fixed point theorem: 三 7; 

不 分 割 定理 , no separation theorem: = 3,5: 

AS AY HEA, unsoluble; 二 十 二 3; 

不 可 逆向 的 ， non-invertible: 二 十 四 2, 

不 可 压缩 曲面 incompressible surface: 二 十 五 6; 
不 可 约 化 的 irreducible; ZF Fi 6; 


Brouwer JA i}, Brouwer conjecture: A. 3; 


C $47 248749, C differentiable structure: F 1; 

Ca = C' FC SHH, CT structure = C differentiable structure: 
t l; 

CARE, C! manifold: Ml 1; + 3; 

CRIE, C’ manifold: + 1; 

ORTE = fee WEF. ce manifold = analytic manifold: 四 1 4 
十 l; 

C=], C triangulation; + 3; 

Calabi ER, Calabi-Yau manifold. 二 十 四 10; 

Cartan #5, Cartan formulas for Steenrod squares; 十 五 2, 3; 

Casson 44, Casson handle: 十 九 4: 二 十 六 3, 4; 
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MAŻ, geodesic: 十 5; 

Čech 上 同调 Cech cohomology: A. 5; 

Čech 同调 Čech homology: Æ 0, 3; 

E, sheets: JL 1; 

™ FA, cross product: 7¥ 8: 十 五 3; ZT 2; 
拆 接 等 价 skein equivalent: 二 十 四 8; 
拆 接 理 论 skein theory: FH 0, 8: 

aa SSA, kinky handle: —-T 75 35 

#8 BE, transgression: TE 4; 

eae, Chern class: 十 二 5; 

陈 特 征 标 Chern character: 十 二 6; 二 十 一 2; 
陈 类 的 公理 系 axioms for Chern class: 十 二 6; 
RÉF FI), multiplicative sequence: T/\ 2; 

HS ZJE, abstract complex: W1; 

初次 阻碍 ,primary obstruction: JL 11; 

除法 代数 ,qivision algebra: FZ 3; 

Be, divisor: 二 十 一 1: 

钼 于 一 般 位 置 ，in general position: 四 3; 

HA ER, properly discontinuous group: FL 1; 
穿越 switching: 二 十 四 3; 

9.47 KA), sufficiently large: 二 十 五 6; 

Conway SIA, Conway polynomial: 二 十 四 8; 
Conway 算法 Conway algorithm: 二 一 四 8; 
CW HIE, CW-complex: /\ 4; 十 六 3; 二 十 一 2; 
CW S327. spectrum of CW-complexes: 七 3; 


Fa fil] PH TAT. one-sided surface: — 6; 
单纯 胞 腔 复 形 , simplicial cell complex: 四 1; 
MAIRIE, simplicial approximation: =. 1, 2; H 2; 
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单纯 重 分 ,simplicial subdivision: 二 2; = 1; 
REN simplicial complex: MH 1; 
ARTE —T FETE HAE XI M, relative homology of a simpli- 

cial complex modulo a subcomplex: FE 3; 
Ai fi [a] il, simplicial homology: 四 1: 
单纯 映射 ，simplicia] mapping: 四 2; 
单 同 伦 等 价 ,，simple homotopy equivalence: A, 9: 
单 同 伦 型 ,simple homotopy type: JL 9: 
单位 分 和解， partition of unity: F 1; 
单 形 simplex: = 1; 
代数 K EHE, algebraic K-ıheory: 二 十 一 4; 
HMJ, manifold with boundary: = += 1; 
道路 提升 定理 ，bath lifting theorem: JL 1; 
STE, derived couple of an exact couple: 十 四 5; 
Dehn FR, Dehn surgery: 二 十 四 6: 
Dehn 引 理 Dehn lemma: 二 十 五 3， 
de Rham 定理 , de Rham theorem: + 0, 4; 
de Rham 上 同调 类 ，de Rham cohomology class: 十 4: 
ft, equivalent: ZEM 2; 
SS EB HE, isometry group: 二 十 五 了 7; 
= identifying: /\ 1; 
JÉ 2 [a], base space: 十 一 2, 4; 
LEE, typical fibre: 十 一 2, 4; 
BWA, canonical resolution: F= 7; 
#5, Identifizieren: A 1; 
DIFF i, DIFF category: LH 1; ZTI 0; 
Mn, couverture: = 2, 3, 9: 
Donaldson 定理 Donaldson theorem: 二 十 六 5, 6: 
FE, degree of map: = 1, 52; 
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E XN) SESE Ba, multiplicativity property of the degree: = 1; 
Ha, end: 二 十 六 5; 

i iE & FAI. short exact sequence: 7X 1, 2, 3; 

Xf, object in a category: 7N 5; 

xy {Ba ABLE, dual cell: 四 3; 

HEZA, dual triangulation: — 2; 四 3; 

tt 4 SE HE, duality theorem: 二 1, 2; W 3: 

钨 面体, polyhedron: W 1; 


KB, secondary obstruction: AL 11; 

KERNE, signature of a quadratic form: 二 十 六 1; 

二 次 形 的 型 ， type of a quadratic form: 二 十 六 1: 

二 次 形 的 秩 , rank of a quadratic form: 二 十 六 1; 

Eilenberg-Mac Lane 空间 , Eilenberg-Mac Lane space: 53; 十 六 
0,3, 4; 

Eilenberg-Zilber 72 #2, Eilenberg-Zilber theorem: Mi; 75 7, 8; 

Euler Æ M, Euler theorem: — 4; — l; 

Euler Æ, Euler class: 十 二 4; 

Euler-Poincaré a PES, Euler-Poincare characteristic: 十 二 1, 6; 


te AA normal bundle: + 1: +— 2; 
REET, contravariant functor: 3; 
RÉ, category: 78 0, 5; 
Fy ea Fi, cubical singular homology: +Po 3: 
方 疝 导数 ,directional derivative: 十 一 1; 
LR, amplification: +73 4; 
韭 球面 空间 aspherical space: /L 7; TFS 2; 
JESBAb ER, nondegenerate critical point: 十 5; 
JE ATALÉE, unreduced cone: /\ 3; 
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ASIE, 非 约 化 同 纬 构造 ，unreduced suspension: /\ 3; 
THE, resolution: 十 三 6; 

分 类 空间 classifying space: 十 一 7, B; 

分 型 映射 ， splitting map: FZ 6; 

TA IE, splitting method: FZ 6; 

S} FER MERLIE , piecewise linear manifold: = += 1 ; 

FX, component: 二 二 四 2; 

分 支 复 要 branched covering: JL 1; 二 十 四 6; 

分 支 指标 ,branching index: ZEM 6; 

ie HE HE, Deck transformation: Ft 1, 2; 

复 警 空间 , covering space: — 1; JL l; 

RERA, covering homotopy property: JL 1; 十 一 5. 
SH, complex: DU 1; 

附 贴 空间 adjunction space: /\ 3; 

Freedman ZEH#, Freedman theorem: 二 十 六 4, 6: 

Freudenthal NAEH, Freudenthal suspension theorem: JL 8; 


Gauss-Bonnet 55%, Gauss-Bonnet formula: — 5; 
ENTER, Königberg bridge problem: — 4; 
E, lattice: + 1; 
Godement AJ RTE — Ph RB AD E Mi. cohomology with coeffi- 
cients in a sheaf( Godement): 十 三 7; 
HART, covariant functor: E 3: 
Crrassmann LÉ, Grassmannian manifold: +— 7; 
Grothendieck &, Grothendieck group: —.-}-— 2: 
FEF AY, smooth: + 1; 
FERA, smoothing: 二 十 二 3: 
S677 46%). smooth structure: 十 1; 二 十 三 0; 二 小 五 0; 
W GLI smooth manifold: + 1: 
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怪 球 面 exotic sphere: +A 0, 1, 2,3; 二 十 二 3; 

E Rt, exotic Ri ;二 十 六 6; 

HE B i Artt, exotice differentiable structure: 二 二 六 0, 

关联 矩阵 incidence matrix: — 2; W 1; 

FR SER tubular neighbourhood: F 1; 

TXRHCHA), distribution: 五 4; 

Fr À Poincaré 猜测 generalized Poincaré conjecture: F 5; JL 0, 
4; Z+ 0, 2; 二 十 二 2; TH 1; 二 十 六 4; 

广义 同调 和 和 上 同调 ,generalized homology and cohomology: 七 3; 

规范 理论 ， gauge theory: FAL 4; 二 十 五 4, 7; 

规范 群 ，gauge group: 二 十 六 5; 

轨道 流 形 ,orbit-manifold; 二 十 五 4; 

Gysin 上 同调 正 全 序列 ,Gysin cohomology exact sequence: T— 9; 
二 二 6; 

Gysin 同调 正 合 序列 Gysin homology exact sequence: T— 9; 


H 23 [a], H-space: JL 2; 十 五 2; 
HAMMER, h-cobordism theorem: + 5; FAL 4; ZT 0, 2; 
Haken 流 形 Haken manifold: Zt A 0, 6; 
Haken À, Haken number: 二 十 五 6; 
FAT, functor: X 0, 2, 3,5; 
BAT Ext, functor Ext: 7x 3: 
EF Hom, functor Hom: 7% 3; 
TGS 3 functor GJ: 7x 2 3 
Bi Tor, functor Tor: 7x 2; 
33, signature of a manifold: 十 二 6; 十 七 2; FA 4; 二 十 六 
5, 73 
EH, signature theorem: 十 二 5; FA 0, 4: FL 3, 4; 
Hausdorff 27/4), Hausdorff space: A 3 
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nucleus: JL 9; 

Heegaard 分 解 ，Heegaatrd splitting: 二 1; ZTEL, 2; 

te Att xe A, transversality theorem: TE 4, 6; 

FR AH, transversal: 四 3; F2; 十 七 4; 

AG MY), transverse: TH 4; 

Hermite JA] BAA, Hermitian vector bundle: 二 十 六 5; 

Hirzebruch 的 厅 数 在 一 个 束 中 的 上 同调 ,cohomology with coeffi- 
cients in a sheaf(Hirzebruch}: 十 三 6; 

Hirzebruch 多 项 式 , Hirzebruch polynimial: = 1 Z 3; 

h LÉ, h manifold: M 3; 

Hodge Æ M, Hodge theorem: F 4; 

Hodge A, Hodge operator: +/\ 4; 

Hodge # Sf, Hodge star: 十 4; 二 十 六 5; 

Hopf #442, Hopf invariant: JL 0, 3; 

Hopt-Hurewiez-Whitney Æ Œ, Hopf-Hurewicz-Whitney theorem: 
JL 10; FE 1; 

Hopf BEAT, Hopf map: A 3; 

Hosokawa SM, Hosokawa polynomial: Zt 7, 8; 

环 路 . loop: 1; Ft 1; 

Fh Pt ce FE, loop theorem: 二 十 五 3; 

环 路 空间 loop space: ZT 1; 

FP I 4248. torus knot: 二 十 四 2: 

FRE, linking number: — 5; = 4; W 4; 二 十 四 1, 3; 

ERA, spherical modification: 二 十 二 0; 

HERR, surgery: FIL 0, 4; 二 十 二 0, 1; 

Hurewicz FF, Hurewicz homomorphism: JL 6; 十 六 3: 十 七 8: 
二 十 二 3， 

Hurewicz 同 构 定 理 ，Hurewicz isomorphism theorem: JL 6: 
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基 杰 同调 类 fundamental homology class: FE 9; 

AS BE be? | fundamental domain: JL 1: 

| ALAR #e, fundamental group: — 0, 1; JL 1, 5; 

几何 控制 geometrical control; 二 十 六 4; 

WF ESS SIA, Galois covering space: JL 1; 

ANA 4B BF, Galois group: JL 1; 

RALIÉ, pseudomanifold: = 4; 

42 6 AJ, alternating: 二 十 四 2; 

26H, crossing: 二 十 四 2: 

ERST, crossing number: 二 十 四 3; 

ALPAN], crossing number conjecture: 二 十 四 3; 

34 #1, intersection du complexe et du faisceau: 十 三 3; 

ZH, intersection of two singular chains: 四 3; 

2047 BY. writhe: 二 十 四 3; 

269 HE, structural group: 十 一 3; 

RÉ, unknotting number: 二 十 四 3; 

EE OY Fe M, unknotting number conjecture: 二 十 四 3: 

FE AI, hierarchy: 二 十 五 6; 

截面 cross-section, section: 十 一 4; 

尖 插 号 多 项 式 ,， bracket polynomial: 二 十 四 9; 

iz A. immersion: F 1; 

ER, meridian: 二 十 四 6; 二 十 于 2; 

精致 的 , fine; TZ 3, 6; 

EH Fb, compact-open topology 

Jones EM, Jones polynomial: = FEU 6, 1, 4, 9; 

Jordan- Brouwer SE #2. Jordan-Brouwer theorem; = 4; 

Jordan H ŻEM, Jordan curve theorem: 一 10; 二 十 四 3: 

局 部 半 单 连通 空间 locally semi-simply connected space: JL 1; 

局 部 道路 连通 空间 locally pathwise connected space: JL 1; 
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RE RARES, locally finite cell complex: FL 11; 

绝对 Hurewicz FISH, absolute Hurewicz isomorphism theorem: 
FL 6; 

af Sy Sb RM AR RK, absolute ncighbourhood retract (ANR): I 4: 

绝对 收缩 核 absolute retract: JL 4; 


K 3%, K-genus: fA 3; 

K His, K-theory: 七 3; 二 十 一 0, 2; 

FH, cap product: 五 6; 

Hy #8 AF AY, transgressive: -二 四 4; 

ay BR AQ IN, division algebra; 十 二 3; 

可 定向 曲面 , orientable surface: — 6; 

可 定向 流 形 ,orientable manifold: 五 4; # 2; 十 二 2 ; 

可 计数 的 结 维 从 ，numerable fibre bundle: 十 一 8; 

ri] A), invertible: Zt 2; 

可 平行 化 的 ，parallelizable: 十 二 2; 二 十 二 1， 

可 三 角 谢 分 的 ，ttiangulable: — 2; 

A) Ae 448 HI IA, compressible surface; 二 十 五 6; 

a] FRI, admissible: 七 1; 

Kirby-Siebenmann RE, Kirby-Siebenmann invariant: 二 + 
7 4; | 

空间 关于 一 个 束 的 上 同调 环 ，anneau de cohomologie d’un espace 
relativement at faisceau: t= 3; 

Kronecker 指数 Kronecker index: 四 3; 

HM, block bundle; 二 十 三 3， 

SAA, genus: — 7; 二 十 四 3; 

Kummer HH, K3 HE, Kummer surface, K3 surface: 二 十 六 6; 

Künneth AIk, Künneth formula: 六 4, 8; 
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Laplace-Beltrami #7, Laplace-Beltrami operator: + 4; 
控 普 拉 斯 算 子 ，Laplacian: F 4; 
控 回 ，pull-back: 十 一 4; FZ 4; 
Leibniz #Mll, Leibniz rule: 二 二 "751 
#2 & Hi if], Riemann surface: — 7; JL 1; —t— 1; 二 十 四 6; 
例外 纤维 exceptional fibre: 十 一 2; = tt 4; 
EI ACTE), connectivity: — 7,8: L 2; 
ie SE RE Et A RE FG. extension of a continuous map: IL 4; 
Ex FA, join of two spaces: L 2; A 3: 
HK 2%. connection: 二 十 六 5; 
Et. chain: — 2 
REA, chain transformation: 7% 1; 
SE AI Se, boundary of a chain: 二 2; 
ee Sy, chain equivalence: 7X 6; 
ER ff, chain complex: PY 1; 7 1 
EFP, link: 二 十 西 2; 
SEIFE, chain homotopy: 7x 6; 
Fie, critical point: F 5; | 
EEE, neighbourhood retract: JL 4; 
FRET, acyclic carrier: 7x 6, 7: 
WAR E , acyclic chain complex: 7% 6; 
FERN, acyclic model: H 1; 7° 7; 
零 调 模型 方法 ，method of acyclic model: 四 1; 7 7: 
AM, current: 五 4; . 
METZ Wi. boundary of a manifold: 二 十 三 1; 
MiG A336 FI, connected sum of manifolds; 二 十 五 5; 
Wit die BA) SE BR, realization of manifolds: F 1, 2; 
EW, homotopy type: JL 4; 
伦 移 homotopy: = 1; € 1; 
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Lusternik-Schnireimann W #, Lusternik-Schnirelmann category: 


FL 4; 


WEAH, pretzel knot: 二 十 四 2; 

Mayer-Vietoris IE FF 3, Mayer-Vietoris exact sequence: 四 1; X 
1; JL 8; 

Milnor #4 4E, Milnor construction: 十 一 8; 

模 2, 模 m 同调 , homology modulo 2, modulo m: W 1; 

#23 [BE], moduli space: 二 十 六 5; 

Mobius #, Möbius band: — 6; 

Morse 不 等 式 Morse inequility: 十 5; 

Morse RÉ, Morse function: + 5; 二 十 23 

Morse 理论 Morse theory: + 5; FAL 0; Z+ 0, 1, 2; 

Morse 3] #H, Morse lemma: 二 十 2; 


n 简单 空间 ，n-simple space: JL 10; 
n A, n-connected: JL 6; 
HA, nerve of a covering: A 3; 
te RÉ, torsion coefficients: 二 2; 
HA, torsion product: 六 2; 
AARIA, intrinsic homology: 十 七 2; 
ARR, inverse limit: I 3; 
WR, invers system: 五 3; 
Mi, gluing: A 1; 
BE, knot: — +0 1, 2 
AFF, knot complement: 二 十 四 3; 
纽 结 补 猜测 knot complement conjecture: 二 十 四 3; 
AZM SE, composition of knots: 二 十 四 3; 
HN, product of knots: 二 二 四 3; 
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on os 34381 M, connected sum of knots: 二 十 四 3; 
HER, knot group: 二 十 四 4; 

EN, knot type: 二 十 四 2, 

扭转 数 ， twist: 二 十 四 3; 


欧 氏 单纯 滥 形 , Euclidean simplicial complex: = 1; W 1, 2; #9; 


Peano 曲线 Peano curve: = 6; 

HH. plumbing: 二 十 六 3: 

Æ FLAS, trivial knot, unknotted knot: 二 十 四 2; 

SE Fe 23 |B], espace étalé; FZ 5, 7; 

PL W, PL category: 一 十 三 1; 二 十 五 站; 

Poincaré 猜测 Poincaré conjecture: Z 23; ALF 2; LFZ 3; 二 十 
四 6; > THO, 1; 

Poincaré HHS E M, Poincaré duality: 二 0, 1; 十 二 2; 二 十 五 1; 
二 十 六 1, 2; 

Poincaré ZH, Poincaré complex: 二 十 二 3; 

Poincaré LIÉ, Poincaré manifold: 二 2; A 4; 二 十 四 6; 二 十 
È l; 

Poincaré IX F KIA], homology in Poincaré sense: — 0, 1, 2; 

Poincaré 5| 理 Poincaré lemma: 五 4 

Poincaré 5| ZE, inverse of Poincaré lemma: 五 4; 

Pontrjagin W, Pontrjagin power: 十 五 4; 

Pontrjagin XH, Pontrjagin dual: I 5; © 2; 

Pontrjagin 2 , Pontrjagin class: 十 二 4; TA 3,4; 二 十 过 2; 

Pontrjagin 平方 ，Pontriagin square: FA 0, 4; 

Pontrjagin À, Pontrjagin number; 十 七 3, 8; FA 1,3, 

Postnikov 不 变量 Postnikov invariant: 十 六 4; 

Postnikov FS, Postnikov tower: 十 六 0, 4; 
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FF FI], spectral sequence: 十 三 3; 十 四 2,5; 


ay Ft HE singular cell: 五 2; 
DRE, singular simplex: M 2; A 2; 
奇异 链 ，aingular chain: PG 2; 五 2， 
FAAR, boundary of a singular chain: À 2; 
奇异 同调 singular homology: PU 2; A 2; 
ELA, embedding: + 1; 
Hr, bridge: 二 十 四 3; 
SEX, bridge number: 二 十 四 3; 
DREH, excision theorem: 四 3; 
HAE, excision axiom: + I, 2; 
HA, tangent bundle: —+— 1, 2; 
HÆR, tangent space: 十 一 1; 
EIER, tangent microbundle: 二 十 三 2: 
切 问 量 tangent vector: -F— 1; 
球面 定理 sphere theorem: 二 十 五 3: 
KE, chart: F 1; 二 十 二 1; 
RAP EEE, invariance of domain: = 3; 
FH, curvature; 二 十 六 5; 
Hk Ald AS FE. curvilinear cell complex: PU 3; 
ZRH, total Chern class: 十 二 6; 二 十 一 2; 
BE Be I KR. sheaf of germ cf holomorphic cross sectons: 22 + 
— 1; 
= Pontrjagin 3€, total Pontrjagin class: #6; 
4> Hi 34, total curvature: — 2; 二 十 四 3: 
全 Stiefel- Whitney 28, total Stiefel- Whitney class: 十 二 6; 
ERX, total Wu class: Z 6: 
Ht FE, Gruppenbild: JL 2; 
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fist, disturbance: + 1; 

Reidemeister PR, Reidemeister moves: 二 十 四 3; 

Riemann-Roch Æ XX, Riemann-Roch theorem: — 7; —r— 0: 1; 

Riemann-Roch-Hirzebruch & #2, Riemann-Roch-Hirzebruch theo- 
rem: 二 十 一 0D, 1; 

Rohlin Æ, Roblin theorem: PE 2; FA 0, 1; 

35 EES ff . weak homotopy equivalence: JL 7; 

给 纤维 化 ,weak fibration: 十 一 5; 十 四 3; 


Sard E Œ, Sard theorem; F-E 1; 
Schönflies EHE, Schänflies theorem: 二 十 由 3; 
Schubert $, Schubert variety: 十 二 4, $; 
Seifert BLAS, Seifert rıanifold: ZA 0, 4, 6: 
Seifert 曲面 Seifert surface: 二 十 四 3; 
Seifert-van Kampen Æ #2, Seifert-van Kampen theorem: FL 2; 
Serre 纤维 化 ，Serre fibration: 十 一 5; 十 四 3; 
= Aa, triangulation: 二 1, 2; — += 4; 
= WH, trefoil: 二 十 四 2; 
EI, cocycle: I 5; 
上 闭 链 条 件 cocvclic condition: 十 一 2; 
xia, coboundary: I 5; 
EMA, coboundary homomorphism: 七 2; 
E4¢ 3%, upstairs, upstairs branched set: Z FHH 6; 
Ei, cup i-product: 十 五 2; 
£44, cup product: 五 6; 二 十 一 2; 
ET, overcrossing: 二 十 西 2; 
上 上 链 ，cochain: A 5; 
ERR, product of cochains: 五 6; 
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ES Se. cochain complex: 六 1; 

FA iP, spectral sequence of inceasing filtration: 十 四 3; 

EAH, cohomology: A. 5; 

上 同调 环 cohomology ring: F 6; 

EARE, product of cohomology classes: 五 6: 

上 同调 论 的 公理 系 ，axioms for cohonology theory: 七 2; 二 十 

ERAR, sheaf of cohomology module: 十 四 1; 

EEEF YI, spectral sequence of cohomology: 十 四 2; 

I, filtration: 十 四 2: 

BAY TRAIT, graded algebra for a filtration: 十 四 2: 

fi 2 [4], quotient space: A 0, 1; 

FH TR, quotient topology: A 1: 

FR, solid torus: 十 一 2; 二 十 四 6; 二 十 五 2，4; 

FRAM, surgery coefficient: = FM 6; 

HEME, achirality: 二 十 四 2: 

BUS, shrinking: 二 十 六 4; 

收缩 核 ，retract: JL 4: 

BE, prefferred: 二 十 四 6; 

首选 标 架 化 ， prefferred framing: L FM 6; 

#(Leray), faisceau, sheaf(Leray): += 0,3; 

OCH. Cartan, Hirzebruch), Garbe = sheaf (H. Cartan, Hirze- 
bruch}; FZ 4; 

W (Grothendieck, Godement), sheaf( Grothendieck , Godement): + 
= 5; 

W, sheaf: A 4; 十 三 0, 3, 4, 5. 

REIZE, stalk of a sheaf: 十 三 4; 

Fİ, tree: JL 2; 

MAW, HE, suspension: /\ 3: 
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双 分 次 的 ,bigraded: 十 四 1; 

双 曲 几何 ，hyperbolic geometry: 二 十 五 0, 7; 

Ne PR, direct limit: 五 3, 5; 

顺 问 系统. direct system: À 5; T7S 4; 

HET, four colour problem: — 9; 

Solomon 414i. Solomon knot: 二 十 四 2; 

Spin 4 EE, Spin 4-manifold: 二 十 六 7; 

Steenrod #] 443%. Steenrod reduced power: 十 五 0, 3; 

Steenrod JE À, Steenrod reduced square: 十 五 2; 

Steenrod 平方 Steenrod square: 十 五 站, 2, 

Stiefel MJE , Stiefel manifold; 十 一 7; + 2; 

Stiefel Whitney Æ, Stiefel-Whitney class; 十 二 2, 3; 十 七 3; Z 
十 六 2; 

Stiefel. Whitney BAYA HER, axioms for Stiefel-Whitney class: + 
—. 6; 

Stiefel- Whitney &, Stiefel-Whitney number: FE 3, 7; 

RÉ, prime knot: 二 十 四 3; 

LIE. prime manifold: ZT 5; 


4, smash product: /\ 3; 

IX, collapsing: /\ 2; 

Mae, shrinking: 八 2; 

Æ ST, morphism in a category: 7° 5; 

Tait Sf Hl, Tait conjectures: 二 十 四 1, 9; 

特征 标 character: 十 二 6; 

sik H, characteristic curve; FH 1: 

Thom 2, Thom class; 二 十 二 3; 

Thom 猜测 Thom conjecture: 二 十 六 7; 

Thom # BJ, Thom space: THE 0, 5, 6; 
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Thurston Mi, Thurston conjecture: =+2 7; 
调和 外 微分 形式 ，harmonic exterior differential form: + 4; 
Todd RTE, Todd characteristic: 一 十 一 1; 
la) At, homeomorphism: — 1; l 
同调 代数 homological algebra: M 1; 
同调 的 不 变性 invariance of homology: FY 0, 2; 
同调 论 的 和 公理 系 axioms for homology theory: -€ 1; 
同调 模 homology module: M 1; Al; 
同调 群 homology group: 四 1: I 1; 
FIIR, isotopy: F2: + 2; 二 十 三 3: 
同 痕 的 isotopic: 二 十 四 2; | 
同 伦 , 伦 移 ， homotopy between two maps: 二 1; € 1; FÆ 6; 
同 伦 等 价 , homotopy equivalence: ML 4; 
Hien, homotopy resolution: 十 六 4; 
Fire RM, homotopy axiom: Æ 1, 2; 
同 伦 道 homotopy inverse: JL 4; 
同 伦 球面 群 。homotopy sphere group: LFZ 2; 
同 伦 群 ，homotopy group of a space: JL 5; 
同 伦 型 , 伦 型 homotopy type: JL 4; 
同和 伦 中 性 元 ,homotopy neutral element: JL 2: 
Fer, el 26278. suspension: A 3; JL 8; 
TOP 708%, TOP category: 二 十 三 1; 二 十 五 Q; 
IS, projective spectrum: À 3; 
is fe = |B], lense space: JL 4; 二 十 五 0, 2; 
FA, graph: — 4; JL 1; 
EAH, atlas: 十 1; 二 十 三 1; 
ASE AY EF, cohomology of graph complex: 二 十 四 10; 
18 44. AY RIE, degenerate simplex: M 1; 
拓扑 流 形 , topological manifold; 二 十 三 1; 
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FG Fh, topology: 一 0; 
Vassiliev FAT, Vassiliev’s invariant: 二 十 下 0，10; 


Shit, exterior differential: 五 4; 

FA PR BE FE, universal coefficient theorem: 7x 2, 3; 

AARE E], universal covering space: JL 1; 

HAE HM, universal fibre bundle: 十 一 7, 8: 

FE SHAR, Wang sequence: 十 一 9; 

微分 分 次 模 ,differential graded module: 四 1; 

$4} 2844, differentiable structure: 二 十 三 1; 

fa 43 LIE , differentiable manifold: 二 十 三 1; 

微分 形式 ，differential form: 五 4; 

ft MLA, microbundle: 二 十 三 2 

HES, dimension of a space: = 6; 

维 数 不 变性 invariance of dimension: = 2; 

HAH, dimension axiom: € 1, 2: 

FE, latitude: 二 十 四 6: — +H 2: 

tE, homothetic: = 1; 

WEHT, analysis situs: — 0, 3; Z; 

7S ILA, geometria situs: — 5; 

EL, Geometrie der Large: — 5; 

face SECT AT, stable equivalent: 二 十 一 2; 

fa cE ATE BE, stable homotopy group: JL 8; 二 十 1; 

Whitehead fFF, Whitehead link: Z +] 8: 

Whitehead 定理 , Whitehead theorem: A 7; 

Whitehead #£, Whitehead torsion: JL 9; 

Whitney 51, Whitney lemma: ZT 2; 

Whitney WIREH, Whitney product theorem: #3: 
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Whitney #0, Whitney sum: 十 二 3; FJL 3; 二 十 一 2: 二 十 三 2; 
Whitney #438, Whitney trick: F 2; ZT 0, 2; 二 十 六 0,2, 3; 
Wirtinger #44, Wirtinger presentation: 一 十 四 4, 7; 

无 手 征 的 ，achiral: 二 十 四 2; 

无 手 征 的 amphicheiral: 二 十 四 2; 

Ac HF TET AY ,atoroidal; Zt 71.6; 

无 限 联 积 infinite join: 十 一 8; 

ANA, unoriented cobordism: 十 七 2; 

Ze lal Bid unoriented cobordism ring: FE 9, 2, 7; 
HAARE, unoriented cobordism group: FE 0, 2, 6, 7; 
RÆ, Wu class: 十 二 6; 

ERA, Wu formula: FZ 6; 

ART, Wu relation: 十 二 5; 

五 引 理 ，five lemma: 7 1; 


系数 在 一 预 束 中 的 Cech 上 同调 ，Cech cohomology with coeffi- 
cients in a presheaf: 二 二 8:; 

系数 在 一 个 束 中 的 Cech EAH. Cech cohomology with coeffi- 
cients in a sheaf: 十 三 8; 

AREF G Pea S LAY, singular cohomology group with 
coefficients in group G: A. 5; 

“IRF. mesh: — 1; 

FRS, downstairs: 二 十 四 6; 

FITA, undercressing: 二 十 四 2; 

FEE, fibre: 十 一 2; 

ÉTÉ, fibre bundle: F— 2; 

纤维 从 的 截面 .section of a fibre bundle: 十 一 4; 

纤维 从 的 全 空间 total space of a fibre bundle: 十 一 4; 

IHEM IRS, projection of a fibre bundle: T— 4; 
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纤维 化 ,fibraticon: 十 一 5; 

纤维 空间 . fibre space: T— 5; 

纤维 型 fibre type: 十 一 23 

限制 restriction: F = 3; 

相对 Hurewicz FISH, relative Hurewicz isomorphism theorem: 
AL 6; 

相对 Hurewicz falas, relative Hurewicz homomorphism: JL 6; 

相对 奇异 同调 群 relative singular homology group: AL 6; 

相对 上 同调 群 ，relative cohomology group: 七 2; 

AA XI FE, relative homology group: & 1; 

相对 同 伦 群 relative homotopy group: JL 5; 

#438, intersection: FU 3; | 

相配 的 无 分 支 的 复合 空间 ，agssociated unbranched covering space: 
一 十 四 6; 

相配 纤维 具 associated fibre bundle: 十 一 3: 

向 量具 vector bundle: 十 一 2; 

ME vector field: FZ 0, 1: 

MAN, wedge product: A 3; 

协 边 cobordism: 十 七 0, 2; 二 十 六 5; 

BRI BY, cobordant: 十 七 2; ZrZ1; 

Bh. concordance: 二 十 二 3; 

FA, slant product: 六 8; 

形变 deformation: JL 4; 

WZ AE EE, deformation cochain: JL 11; 

形式 形变 formal deformation: JL 9; 

Bye, star: 二 1; PO 2; + 4; 

MR, tame knot: 二 十 四 2; 


#, germ: 十 三 4; 
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亚 纯 微分 形式 meromorphic differential form: © Ÿ— 1; 
FRA, sousvalue: 十 四 2; 
Yang-Mills % m, Yang-Mills functional: 二 十 六 5; 
Yang-Mills À, Yang-Mills equation: 二 十 六 5: 
ZAR HI, unimodular: FA 1; 
野性 纽 结 ，wild knot: 二 十 四 2; 
STIE, mapping cylinder: /\ 3: 
BESTE, mapping cone: /\ 3; 
À FEI, chiral; 二 十 四 2; 
À FEAT, non-amphicheiral: 二 十 四 2， 
A M fil, oriented cobordism: 十 七 2; 
À fe) > HE, oriented cobordism group: FE 0, 2, 6, 8; 
有 问 协 边 环 oriented cobordism ring: HE 0, 2, 8; 
A MAÉ, oriented manifold: Z, 1; + 2: FE 2; 
BZM&#, right trefoil: 二 十 四 2; 
Bet et AEA, induced fibre bundle: 十 一 4; 
MER CH. Cartan, Hirzebruch), Garbendatum = presheaf(H. Cartan, 
Hirzebruch): 十 三 4; | 
MR ( Grothendieck, Godement }, presheaf { Grothendieck, Gode- 
ment): t= 5; 

JC, reduced power: 十 五 3: 

约 化 的 Alexander Æ MI, reduced Alexander polynomial: 二 十 
四 7; 

24] 4, 3X fA AE, reduced suspension: /\ 3; 

HJE, reduced cone: /\ 3; 


增 广 augmentation: X 6: 
增 广 链 复 形 augmented chain complex: 六 6; 
增 i 平方 ,square upper i: TH 3; 
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Ke FA, tensor product: 7X 2; 
EHER ETF, properly homotopic to: UT 7N 3; 
EAHA, proper embedding,: 十 L: 
ER, proper sheaf: 十 三 3; 
EF +, positive divisor: 二 十 一 1; 
EMEA, normal immersion: 二 十 六 3; 
ESAM, exactness axiom: X 1; Æ 1, 2; 
E, exact couple: 十 四 5; 
正 合 上 同调 序列 exact cohomology sequence: 六 1; 
正 合 同调 序列 exact homology sequence: 7X 1; 
IE à Btt FI, exact homotopy sequence: 7x 1; JL 5; 十 一 6: 
IE FF], exact sequence: 六 1; 
IE, exactness: 7 l: 
EME, regular covering space: AL 1; 
TE NICHT, regular projection: 二 十 四 2; 
正则 投影 图 ,regular projection diagram: 二 十 四 2; 
TE Al BES, regular map: F 1; 
fs 3%, index of a critical point: F 5; 
FX, index of a singular point of a vector field: 十 二 1; 
[> 4+, barycentric subdivision: 四 1; 
A, periods of integral: Z 1; # 4; 
AFFE, periodicity: 十 5; 
主 猜测 Hauptvermutung: = 1; 四 1; +Z 0, 1, 4; 
+ 44, principal bundle: 十 一 3: 
TR, transition homeomorphism: 十 一 2; 
HE. cone: A 3; 
AMR. self-dual: 二 十 六 5; 
ART, free derivative: 二 十 四 7; 
组 合 单 形 combinatorial simpex: W 1; 
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组 合 等 价 combinatorial equivalent: 十 3; 
组 合 复 形 combinatorial complex: 四 1; 
HAR EREM, realization of a combinatorial complex: M 1; 
$f SH), combinatorial structure: 二 十 三 1; 二 十 五 0; 
组 合流 形 combinatorial manifold: 四 3; FÂ 4; 二 十 三 1; 
EELEE, obstruction cohomology class: JL 11; FZ 3; + 
FT 4; 
baie LÉ, obstruction cocycle: JL 11; 
阻碍 理论 , obsruction theory: Jt 11; 十 一 4; 十 六 4; 
在 三 时 绪 ，left trefoil: 二 十 四 2; 
= F + 
absolute Hurewicz isomorphism theorem, 44%} Hurewicz 同 构 定 理 
JL 6; 
absolute neighbourhood retract (ANR), 绝对 邻 域 收缩 核 : AL 4; 
absolute retract, Ajiki: FL 4; 
abstract complex, HH##EBIE: 四 1; 
achiral, AFER: 二 十 四 2; 
achirality， 手 征 性 : 二 十 四 2; © 
acyclic carrier, FHEART: 六 6, 7: 
acyclic chain complex, WERTE: 7 6; 
acyclic model, AA: M 1; 7 7; 
Adem’s formula, Adem 23%: TH 2, 3; 
adjunction space, MIRE la]: /\ 3; 
admissible, HAUFEN: 七 1; 
Alexander duality, Alexander XR HE: 四 3; 
Alexander ideal, Alexander 理想 ; 二 十 四 7; 
Alexander invariant, Alexander FFE: 二 十 四 7; 
Alexander matrix, Alexander FF: 二 十 四 7; 
Alexander polynomial, Alexander 多 项 式 : — +0, 7, 8; 
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Alexander-Spanier cohomology, Alexander-Spanier 上 同调 : 4 5; 

algebraic K-theory, 代数 K 理论 : 二 十 一 4; 

alternating, AJ: 二 十 四 2; 

amphicheiral ， 无 于 征 的 : 二 十 四 2; 

amplification, KR: 十 六 4; 

analysis situs, Eart, 一 0, 3; I; 

anneau de cohomologie d'un espace relativement au faisceau, Z% [ĦA] € 
于 一 个 Re EAA: 十 三 3; 

arithmetic genus, 算术 亏 格 

aspherical space, 非 球面 空间 ; AL 7; 十 六 2; 

associated fibre bundle, HHW THEM.: +— 3: 

associated unbranched covering space, DIEB 3047 RASE & = jj: 
二 十 四 6; 

Atiyah-Singer index theorem, Atiyah-Singer EM: FA 0, 4; 二 
十 一 0; 二 十 六 5; 

atlas, IH: F 1; 二 二 三 1: 

atoroidal ， 无 环 面 的 : — +H 6: 

augmentation, #4)": 六 6; 

augmented chain complex, BIT 8 jE.: 六 6: 

axioms for Chern class, BRAGA) HBR: 十 二 日 ; 

axioms for cohonology theory, E R i HAHA: 七 2; 二 十 
— 2; 

axioms for homology theory, EDAH KAMA. 七 1: 

axioms for Stiefel-Whitney class, Stiefel-Whitney 类 的 公理 系 : 十 
—. 6; 


bigraded, 924+ 7K H9 : 十 四 1: 
barycentric subdivision, 8b E77: W 1; 
base space, KI: 十 一 2, 4; 
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Beltrami operator, Beltrami BF: 十 4; 

Bernoulli number, Bernoulli &: T/\4; 

Betti number, Betti &: L 0, 1; El; + 5; 二 十 六 7; 
block bundie, RA: 二 十 三 3; 

Bockstein homomorphism, Bockstein RÆ: 六 2, 3; 十 五 3; 
Bott periodicity theorem, Bott 周期 性 定理 : 二 十 0, 1; 一 十 一 
boundary homeomorphism, HRA: © 1; | 
boundary of a chain， 链 的 边缘 : 二 2; 

boundary of a manifold, 流 形 的 边 绿 : 二 十 三 1; 

bracket polynomial， 尖 括号 名 项 式 : 二 二 四 9; 

braid, #7: 二 十 四 5; 

braid group, ##: = TH 5; 

branched covering, FIRE: JL 1; = TP 4; 

branching index, 分 支 指 标 ; 二 于 四 6; 

bridge, #: = TU 3; 

bridge number, 桥 数 : 二 十 四 3; 


Brouwer conjecture, Brouwer 猜测 : FL 3; 


Cr differentiable structure, C#X 349: 十 1; 

C! manifold, CHE: 四 1; F 3; 

C manifold, C'H Æ: + 1; 

C" manifold, CME: M 1; Ti; 

C' structure = C’ differentiable structure, C'É = C2 
F1; 

C! triangulation, VDZE#B###: F 3; 

Calabi-Yau manifold, Calabi Et: 二 十 四 10; 

canonical resolution, AISÉE: T= 7; 

cap product, FH: 五 6; 

Cartan formulas for Steenrod squares, Cartan 公式 : FH 2, 3; 
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Casson handle, Casson #44: TA 4; 二 十 六 3, 4; 

category, FANG: 7x 0,5; 

Cech cohomology, Cech 上 同调 : #5; 

Cech cohomology with coefficients in a presheaf, FAXIE—- Hr 
的 Cech 上 同调 : 十 三 8; 

Cech cohomology with coefficients in a sheaf, 系数 在 一 个 束 中 的 
Cech 上 同调 : 十 三 8; 

Cech homology, Cech 同调 : 0, 3; 

cell, FFF: L 1; 

cellular homotopy, HERE: JL 9; 

cellular map, E MEST: JL 9; 

chain, HE: 二 2; 

chain complex, #236; W 1; 7 L; 

chain equivalence, $E% fff: 六 6; 

chain homotopy, Ef #: 六 6; 

chain transformation, FH: 六 1; 

character, ER: + 6; 

characteristic curve, 特征 有 曲线; 二 十 五 1; 

chart， 区 图 : + 1; 二 十 三 1; 

Chern character, BRIEFIE: 十 二 6; 二 十 一 2; 

Chern class, &#&: FZ 5; 

chiral, À FIER: FM 2; 

classifying space, 4¢ 2223 [A]: 十 一 了 ， 8; 

closed braid, AY: 二 十 四 5; 

eobordant, #499: 十 七 2; 二 十 二 1; 

cobordism, W: 十 七 0, 2; 二 十 六 5; 

coboundary, Kia: I 5; 

coboundary homomorphism, ER: 七 2: 

cochain， 上 链 ; I 5; | 

427 


cochain complex, FÉES : A 1; 

cocycle, EF: 五 5; 

eoeyclie condition, EE: 十 一 2; 

cohomology, ETF, T 5; 

cohomology ring, EMA: à 6; 

cohomology ring of a space relative to a sheaf, 空间 关于 一 个 上 东 的 上 
同调 环 ; 十 二 3; 

cohomology of graph complex, 图 复 形 的 上 同调 ; 二 十 四 10; 

cohomology with coefficients in a sheaf( Hirzebruch) , Hirzebruch 的 
系数 在 一 个 束 中 的 上 同调 : 十 三 6; 

cohomology with coefficients in a sheaf(Godement), Godement 的 
系数 在 一 个 束 中 的 上 同调 : 十 三 7; 

collapsing, HIS : /\ 2; 

combinatorial complex, 组 合 复 形 : Hl; 

combinatorial equivalent, 组 合 等 价 : 十 3: 

combinatorial manifold, 组 合流 形 ; 四 3; FA 4; 一 十 二 1; 

combinatorial simpex, H3#JE: W 1; 

combinatorial structure, ASK: 二 十 三 1; 二 十 五 0; 

complex, BI: PY 1; 

component, 4432; 二 十 下 2; 

composition of knots, spe: 二 十 四 3; 

compressible surface, AJ RS: 二 十 五 6; 

concordance, He: = T= 3; 

cone, #E: 八 3; 

connected sum of manifolds, 流 形 的 连通 和 : 二 十 五 5; 

connected sum of knots, 纽 结 的 连通 和 ; 二 十 四 3; 

connection, 联络 : 二 十 六 5; 

connectivity, EWA CHE): — 7, 8; — 2; 

Conway algorithm, Conway 算法 : 二 十 四 8; 
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Conway polynomial, Conway 多 项 式 : 二 十 四 8; 
contravariant functor, RERT: E 3; 

couverture, Mia: T= 2,3, 9 

covariant functor, JER: 七 3; 

covering homotopy property, BATE: A 1; 二 一 5; 
covering space, ABE jE: Z 1; Al]; 

critical point, (FH: T 5; 

cross product, M#A: 六 8; 十 五 3; 二 十 一 2; 
crossing, ZX; 二 十 四 2; 

crossing number, Æ RH: 二 十 四 3; 

crossing number conjecture, LAAM: 二 十 四 3; 
cross-section, ERA: 1 — 4; 

cubical singular homology, Ai ar SG: 十 四 . 3; 
cup i-product, Ei fA: FE 2; 

cup product, ER: 五 6; 二 十 一 2; 

current, At: 五 4; 

curvature, H#: 二 二 六 5; 

curvilinear cell complex, 有 由 线 胞 腔 复 形 : 3; 
CW-complex, CW BIE: A 4; 十 六 3; 二 十 一 2; 
cycle, AS: 二 2; 


deck transformation, ZB 4% : JL 1, 2; 
deformation, 724%: JL 4; 
deformation cochain, 形变 上 和 链 ; Ft LL; 
degenerate simplex, IRAE: 四 1; 
degree of map, E: = 1, 52; 
Dehn lemma, Dehn 弓 | 理 : 二 十 五 3; 
Dehn surgery, Dehn 手术 : 二 十 四 6; 
de Rham cohomology class, de Rham 上 同调 类 : 十 4; 
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de Rham theorem, de Rham 定理 : 十 0， 4; 
derived couple of an exact couple, RH: TH 5; 
DIFF category, DIFF Ae: 二 十 三 1; FH 0; 
differentiable manifold, #47732: 二 十 三 1; 
differentiable structure, 微分 结构 : 二 十 三 1: 
differential form， 徽 分 形式 :五 4; 

differential graded module, f#4> 477K: 四 工 ; 
dimension axiom, A E.: E 1, 2: 

dimension of a space, EX: = 6; 

direct limit, MIRA: 五 3, 5; 

direct system, MIR: 五 5; 十 六 4; 

directly related orientation, EM +X ml ; 
directional derivative, A BRHF.: +— 1: 
distribution, J” A RAA): 五 4; 

disturbance, Mat: F 1; 

division algebra, AJ ERRA: 十 二 3; 

divisor, RET: 二 十 一 1; | 

Donaldson theorem, Donaldson 定理 ; 二 十 六 5, 6; 
downstairs, FIR: 二 十 四 6; 

dual cell， 对 偶 胞 腔 : 四 3; 

dual triangujatricon， 对 偶 三 角 剂 分 : 二 2; W 3; 
duality theorem, IYREH#H: 二 1, 2; 四 3; 


Eilenberg- Mac Lane space, Eilenberg-Mac Lane 空间 : +: 3; 十 六 
0, 3, 4; 
Filenberg-Zilber theorem, Eilenberg-Zilber 定理 、 1; 73 7, 8; 
11/8-conjecture, 11/8 猜测 : 二 十 六 7: 
embedding, HA: + 1; 
end, Hit: 二 十 六 5; 
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equivalent, $f: 二 十 四 2; 
espace étalé, 平展 空间 ; T= 5. 7; 


Euclidean simplicial complex, 欧 氏 单纯 复 形 :二 1; 四 1; 


Euler class, Euler Æ: 十 二 4; 


Euler-Poincare characteristic, Euler-Poincaré 未 性 数 : +2 1, 6; 


Euler theorem, Euler Æ MH: — 4; 21; 

exact cohomology sequence, 正 合 上 同调 序列 ; 六 1; 
exact couple, ERA: 十 四 5; 

exact homology sequence, IEG IRF: 六 1; 


exact homotopy sequence, 正 合同 伦 序 列 : A 1; FL 5; 十 一 


exact sequence, IE FRI: 六 1; 

exactness, IF@ TE: 六 1; 

exactness axiom: 正 合 公理 : x 1; + 1, 2; 
exceptional fibre， 例外 纤维 : 十 一 2; 二 十 五 4; 
excision axiom， 切 除 公 理 : E 1, 2; 

excision theorem, Hik M: 四 3; 

exotic sphere, KR: FILO, 1.2, 3; LFZ 3; © 
exotic differentiable structure, 怪异 微分 结构 ; 二 十 六 0, 
exotic Ri, ER 了 :二 二 六 6; 

extension of a continuous map， 连 续 上 映射 的 延 折 : JL 4; 
exterior difterertial， 外 微分 : 五 4; 


faisceau, R: FZ 0; 

fibre, 4748; 十 一 2; 

fibre bundle, FM: 十 一 2; 
fibre space, 纤维 空间 ; 十 一 5; 
fibre type, FEB: T— 2; 
fibration, SL: T— 5; 
filtration, #22: 十 四 2; 


6; 
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fine, BAM: FE 3,6; 

five lemma, Asl#: 7 1; 

fixed point theorem, ART: = 7; 

formal deformation, ÆA ET.: JL 9: 

four colour problem, PI]: — 9; 

framed cobordism, FRA: FE 0, 1; 

framed manifold, PÆ UE: FE 1; 

framing, M#Äib: 二 十 四 6; 二 十 六 3; | 
Freudenthal suspension theorem, Freudenthal WS Ese HE: JL 8; 
free derivative, FAS: 二 十 四 7; 

Freedman theorem, Freedman 定理 : 二 十 六 4, 6; 

frontier, W#: 二 1, 2; 

functor, BF: 7 0, 2, 3, 5; 

functor Ext, BIT Ext: 六 3; 

functor Hom, PAS Hom: 7% 3; 

functor ®, BF OO: A 2: 

= functor Tor, RT Tor: 7° 2; 

fundamental domain, #E#A Rit: JL 1; 

fundamental group, A FH: Z 0,1; A 1, 5; 

fundamental homology class， 基 本 同调 类 ; 十 七 9; 


Galois covering space, WP 4839 #23 |e): JL 1; 

Galois group, WF “FR: JL 1; 

Garbe = sheaf(H. Cartan, Hirzebruch), H. Cartan 的 和 Hirzebruch 
BRAR: 十 三 4; 

Garbendatum = presheaf { H. Cartan, Hirzebruch), H. Cartan 和 
Hirzebruch A HR: t= 4: 

gauge grolp， 规 范 群 : 二 十 六 5 ; 

gauge theory, 规范 理论 : FL 4; 二 十 六 4, 7; 
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Gauss-Bonnet formula, Gauss-Bonnet 公式 : — 5; 

generalized homology and cohomology. PX EMAHLRH#M: € 3; 

generalized Poincaré conjecture, PX Poincaré 猜测 : 75: THILO, 
4; 20,2: 二 十 二 2; 二 十 五 1; 二 十 六 4:; 

genus, Ft: — 7; 二 十 四 3; 

geodesic， 测 地 线 ; 十 5; 

geometria situs, 位 置 几何 : — 5; 

geometrical control， 几 何 控制 : 二 二 六 4; 

Geometrie der Large, 位 置 几何 : — 5; 

germ, #: T=4: 

gluing, HF: A 1; 

graded algebra for a filtration, HA MARAA.: 十 四 2; 

graph, Al: — 4: JL 1; | 

Grassmannian manifold, Grassmann A: 十 一 7; 

Grothendieck group, Grothendieck #&: 二 二 一 2; 

Gruppenbild, FRA]: JL 2; 

Gysin cohomology exact sequence, Gysin_L IIE G RSs: +— 9; 
十 二 6; 

Gysin homology exact sequence, Gysin 同调 正 合 序 烈 ; 十 一 9; 


Haken manifold, Haken ME: 二 十 五 0, 6; 
Haken number, Haken 数 : 二 十 五 6; . 
harmonie exterior differential form, JA AIS fap Fe sh: + 4; 
Hauptvermutung, ŁA Mj: 二 1; 四 1; += 0, 1, 4; 
Hausdorff space, Hausdorff 空间 : A 3; 
h-cobordism theorem, h 协 边 定理 : F 5; HF 4; + 0, 2; 
Heegaard splitting, Heegaard SR: 二 1; 二 十 五 1，2; 
Hermitian vector bundle, Hermite [Pp] BAK: + 5; 
hierarchy, PERF: 二 十 五 6; 
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Hirzebruch polynimial, Hirzebruch SIMS: 二 十 二 3; 

h manifold, h mÆ : WH 3: 

Hodge operator, Hodge BF: FA 4; 

Hodge star, Hodge BE RH: 十 4; 二 十 六 5; 

Hodge theorem, Hodge 定理 : F 4; 

homeomorphism, BIHE, — 1; 

homological algebra, 同调 代数 :四 1; 

homology group, 同调 群 : 四 1; 1; 

homology in Poincaré sense, Poincaré 意义 下 的 同调 ; 二 0, 1, 2; 

homology module, iR: DU 1; = 1; 

homology modulo 2, modulo m, fe 2, fm 同调: Wi; 

homothetic, AA: = 1; 

homotopy axiom, If: + 1, 2; 

homotopy between two maps, ##, Ete: = 1; € 1; 十 七 46; 

homotopy equivalence, Flit ft: FL 4; 

homotopy group of a space, PIfFE#F: JL 5: 

homotopy inverse, Ffei: JL 4; 

homotopy neutral element, fé HEIL: FL 2; 

homotopy resolution, [AMA ap: 十 六 4; 

homotopy sphere group, FRA: 二 十 二 2; 

homotopy type, ATEM: JL 4; 

Hopf-Hurewicz-Whitney theorem, Hopf-Hurewicz-Whitney 定理 : 
410; FH 1; 

Hopf invariant, Hopf 4.428: 410,3; 

Hopf map, Hopf PRET: JL 3; 

Hosokawa polynomial, Hosokawa Mit: 二 十 四 7, 8; 

H-space, 空间 ; 42; FH 2; 

Hurewiez homomorphism, Hurewicz IAS: A 6: 十 六 3; HE 8; 
+= 3; 
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Hurewicz isomorphism theorem, Hurewiez 同 构 和 定理 : JL 8: 
hyperbolic geometry, XX H JL] : 一 十 五 0，7; 


identifizieren, A: A l; 

identifying. Ht: / l; 

immersion, BA: F 1; 

in general position, A T— Ai: 四 3; 

incidence matrix, RAR: 二 2; W 1; 
incompressible surface， 不 可 压缩 曲面 : 二 十 五 6; 
index of a critical point， 指 数 : F 5; . 

index of a singular point of a vector field, 指数 : 十 二 1; 
induced fibre bundle, 诱导 纤维 从 ; 十 一 4: 

infinite join， 无 限 联 积 : 十 一 8; 

intersection, #432: 四 3; 

intersection du complexe et du faisceau, ZH: 十 三 3; 
intersection of two singular chains, 2274; 四 3; 
intrinsic homology, P 28 [rl : rt 2; 

invariance of dimension， 维 数 不 变性 : = 2; 
invariance of domain, RIRA IE: = 3; 

invariance of homology， 同 调 的 不 变性 : 0,2; 
inverse limit, ARE: 五 3; 

inverse of Poincaré lemma, Poincaré 引 理 之 逆 : 五 4; 
invers system, M RÉ: 五 3; 

invertible, FE: 二 十 四 2; 

irreducible, 不 可 约 化 的 : 二 十 五 6; 

isometry group, FH: 二 十 五 7; 

isotopic. FURR: 二 十 四 2; 

isotopy, UB: 十 2; +2; 二 十 三 3; 
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join of two spaces, EHI. 二 2; AL 3; 

Jones polynomial, Jones EMS: 二 十 四 0, 1, 4, 9; 
Jordan curve theorem, Jordan 曲线 定理 . — 10; 
Jordan-Brouwer theorem, Jordan-Brouwer €; = 4: 


K-genus, K 34: FPA 3; 

kinky handle, 缠绕 环 柄 ; 二 十 六 3; 

Kirby-Siebenmann invariant, Kirby-Siebenmann 不 变量 ; 二 十 
7 d; 

knot, 3: 二 十 四 1, 2; 

krot complement, 414% #}. 一 十 四 3; 

knot complement conjecture， 纽 结 补 猜测 ; 二 十 四 3; 

knot group, HER. 二 十 四 4; 

knot type, 纽 结 型 : 二 十 四 2; 

Königberg bridge problem, FE Si 44% lal i. — 4; 

Kronecker index, Kronecker 指数， 四 3; 

K-theory, K 理论 : 七 3; 二 十 一 0, 2; 

Kummer surface, K3 surface, Kummer 曲面 , K3 曲面 : —-+ 6; 

Künneth formula, Künneth A: 六 4,8; 


Laplace-Beltrami operator, Laplace-Beltrami HT: + 4; 

Laplacian, Fi RAS: + 4; 

lattice, WE: Æ 1; 

latitude, 4828: 二 十 四 6; 二 十 五 2; 

left trefoil, 左 三 叶 结 ; 二 十 四 2; 

Leibniz rule, Leibniz 法 则 , 二 十 六 5; 

lense space, 透镜 空间 ; JL 4; 二 十 五 0, 2: 

link, 3+; 二 十 四 2; 

linking number, Ft: 一 5; 三 4; 四 4; 二 十 四 1, 3: 
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locally pathwise connected space: JL 1; 


locally finite cell complex, PARRES.: JL 11; 

locally semi-simply connected space, 局 部 半音 连通 空间 ; 九 l; 
loop, BB: 二 1; 九 1; 

loop space, PRR [al : 一 十 1; 

loop theorem, FREE: 二 十 五 3; 

Lusternik-Schnirelmann category, Lusternik-Schnirelmann BEL: 


JL 4; 


mapping cone, Malte: A\3; 
mapping cylinder, BRSTAE : A 3; 
Mayer- Vietoris exact sequence, Mayer- Vietoris 正 合 序列 : 四 1; 六 
1; JL 8; 
membrane complex, BERFZ: /\ 4; 
meridian, #4; 二 十 四 6; 二 十 五 2; 
meromorphic differential form， 亚 纯 微 分 形式 : 二 十 一 1; 
mesh, AH: — 1; 
method-of acyclic model， 零 调 模 型 方法 :四 1; W 7; 
microbundle， 微观 从 ; 二 十 三 2; 
Milnor construction, Milnor 构 作 : 十 一 8; 
Möbius band, Möbius Hr: — 6; 
moduli space, 模 空 间 ; 二 十 六 5; 
morphism in a category, ABT: 六 5; 
Morse inequility, Morse FER: F 5; 
Morse function, Morse AA: 十 5: LF 2; 
Morse lemma, Morse 引 理 ; 二 十 2; 
Morse theory, Morse 理论 : T 5; 十 刀 0: THO, 1, 2; 
multiplicativity property of the degree， 度 的 乘法 性 质 : = 1; 
multiplicative sequence, FER FF FI] : TAK 2; 
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n-connected, n ER P9: JL 4; 

neighbourhood retract, PR. JL 4: 

nerve of a covering, ME: 五 3: 

nondegenerate critical point， 非 退化 临界 点 : + 5. 
non-invertible, 4 A] wt [aj fl: 二 十 四 2; 

normal bundle, #44: + 1; 十 一 2; 

no separation theorem, 不 分 割 定 理 : = 3,5; 
normal immersion, EMBA: 二 十 六 3; 

n-simple space, n fal 25 [a]: JL 10; 

nucleus, 4%: JL 9; 

numerable fibre bundle, Al HAR EF REA: 十 一 8, 


object in a category, MR: 六 5: 

obstruction cohomology class, 阻碍 上 同调 类 : JL 11; 十 二 3; + 
7x 4; 

obstruction cocycle, BE LATHE: JL 11: 

obsruction theory, 阻碍 理论 : JL 11; 十 一 4; 十 六 4; 

one-sided surface, 单 侧 曲面 ; — 6: 

orbit-manifold, PEAMHFE: 二 十 五 4; 

orientable surface, nf Æ m H E: — 6; 

orientable manifold, PJ 3E ÉI WIE: E 4; 十 2; +2 2; 

oriented cobordism, 有 向 协 边 : 十 七 2; 

oriented cobordism group， 有 向 协 边 类 群 : 十 七 0, 2, 6, 8: 

oriented cobordism ring, 有 向 协 类 边 环 ; 十 七 0, 2, 8: 

oriented manifold, 有 问 流 形 : 十 2; 十 七 2: 

Overtctossing， 上 行 的 : 二 十 四 2; 


parallelizable， 可 平行 化 的 : 十 二 2; 二 十 二 1; 
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partition of unity, 单位 分 解 : 十 1; 

path lifting theorem, 道路 提升 定理 : Al; 

Peano curve, Peano 曲线 ; = 6; 

periodicity, 周期 性 ; F 5; 

periods of integral, 同期: 五 4; 

piecewise linear manifold, 分 片 线 性 流 形 : 二 十 三 i; 

PL category, PL 范畴 : 二 十 三 1; 二 十 五 0; 

plumbing, 拼接 : = TA 3; 

Poincaré complex, Poincaré BI ,: 二 十 二 3; 

Poincaré conjecture, Poincaré ll: 二 2; 二 十 2; 二 十 二 3; 二 十 
四 6; 二 十 五 站, L; 

Poincaré duality, Poincaré 对 个 定理 : 二 0, 1; 十 二 2; LHA l; 
二 十 六 1, 2; 

Poincaré lemma, Poincaré 引 理 : Fi 4; 

Poincaré manifold, Poincaré 流 形 : 二 2; JL 4; 二 十 四 6; Zr 
#1; 

polyhedron, #@mf*&: M 1; 

Pontrjagin class, Pontrjagin 8: 十 二 4; +213, 4; 二 十 三 2; 

Pontrjagin dual, Pontrjagin 对 偶 : 五 5; E 2; 

Pontrjagin number, Pontrjagin &: FE 3,8; TA 1, 33; Zr 
— l; 

Pontragin square, Pontrjagin 平方 ; 十 五 0, 4; 

Pontrjagin power, Pontrjagin Æ#: 十 五 4; 

Postnikov invariant, Postnikov AE. 十 六 4; 

Postnikov tower, Postnikov H: 十 六 0, 4; 

prefferred, A: — TH 6; 

prefferred framing, É ARR: 二 十 四 6; 

presheaf(H. Catan, Hirzebruch), H. Cartan 和 Hirzebruch IHR: 
+= 4; 
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presheaf( Grothendieck, Godement), Grothendieck 和 Godement 的 
MR: += 5; 

pretzel knot, REA: 二 十 四 2; 

primary obstruction, WIK PA: JL 11; 

prime knot, R HAt: 二 十 四 3; 

prime manifold, EM: 二 十 五 5; 

principal bundle, EA: 十 一 3; 

product of cochains， 上 链 的 乘积 :五 6; 

product of cohomology classes， 上 间 调 类 的 乘积 : I 6; 

product of knots, EHI HH: 二 十 四 3; 

projective spectrum, RH: I 3; 

proper embedding, EX RA: + 1: 

proper sheaf, 正常 束 : += 3; 

properly discontinuous group, AW ESRB: 九 1: 

properly homotopic tp， 正常 同 伦 于 : 二 十 六 3; 

pseudomanifold, RM: = 4; 

pull-back, Hel: 十 一 4; FZ 4; 


quotient space, fa lal: /\ ©, 1; 
quotient topology, Math: A 1; 


rank of a quadratic form, DWE ROHR: 二 十 六 1: 

realization of a combinatorial complex, 组 合 复 形 的 实现 ; 四 1; 

realization of manifolds, REN EM: + 1, 2: 

reduced Alexander polynomial, 4) 4449 Alexander 多 项 式 : 二 十 
Pu 7; 

reduced cone, ZAHLE: A 3; 

reduced power, SHEFRF#: FH 0, 3; 

reduced suspension, ZIEH FE: AU 3: 
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regular covering space, TEA SB: JL: 

regular map, IE M I$: 十 1; 

regular projection, 正则 投射 ; 二 十 四 2; 

regular projection diagram, 正则 投影 图 : 二 十 四 2; 

Reidemeister moves, Reidemeister ER: 二 十 四 3; 

relative cohomology group, 48%¢_L AWA: 七 2: 

relative homology group, FAT HAR: € 1; 

relative homology of a simplicial complex modulo a subcomplex, ER 
纯 复 形 模 一 个 子 复 形 的 想 对 同调 : DU 3; 

relative homotopy group， 相对 同 伦 群 : FL 5; 

relative Hurewicz homomorphism， 相 对 Hurewicz 同 态 : JL 6: 

relative Hurewicz isomorphism theorem, AX} Hurewicz [al #9 ae FE : 
A 6: 

relative singular homology group， 相 对 奇异 同调 群 : JL 6; 

resolution, FE: T= 6; 

restriction, 限制 : 十 三 3; 

retract, HERR: FL 4; 

retraction, RAAB: FL 4; 

Riemann-Roch theorem, Riemann-Roch 定理 ; — 7; Zr—0;1; 

Riemann-Roch-Hirzebruch theorem, Riemann-Roch-Hirzebruch 年 
#. 二 十 一 0，1; 

Riemann surface, SH: — 7:11: 二 十 一 1; 二 十 四 6; 

right trefoil, A= ita: 二 十 四 2; 

Rohlin theorem, Rohlin 定理 : 十 七 2; TAO, 1; 


Sard theorem, Sard @ FE: 十 七 1; 
Schönflies theorem, Schônflies 定理 : 二 二 四 3; 
Schubert variety, Schubert &: 177 4, 3; 
secondary obstruction, ZYX BH : FL 11: 
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section of a fibre bundle, 纤维 从 的 截面 : 十 一 4. 

Seifert surface, Seifert HE: 二 十 四 3， 

Seifert-van Kampen theorem, Seifert-van Kampen Æ HE: A 2; 

Seifert manifold, Seifert M: 二 十 五 0,4,6; 

self-dual, ARB: 二 十 六 5; 

setmigroup， 半 群 : 二 十 一 2; 

Serre fibration, Serre 纤维 化 : 十 一 5; 十 四 3; 

sheaf, R: 14; 十 三 0, 3,4, 5; 

sheaf(H. Cartan, Hirzebruch), H. Cartan 的 和 Hirzebruch 书 中 的 
K: 十 三 4; 

sheaf(Grothendieck, Godement), Godement B P Grothendieck ER) 
FR: 十 三 

sheaf{Leray), Leray 的 束 : += 0, 3: 

sheaf of cohomology module, Ej] FARR: 十 四 1; 

sheaf of germ of holomorphic cross sectons, REFR: 二 十 

sheets, Be: JL L; 

short exact sequence, Æ IL GERRI: 六 I, 2, 3; 

shrinking, A, 收缩 : A 2; 二 十 六 4; 

signature of a manifold, $&: 十 二 6; 十 七 2; +A 4; 二 十 二 1; 
二 十 六 5, 7; 

signature of a quadratic form, REMIS. 二 十 六 1, 

signature theorem, 号 差 定理 ; 十 二 6: FA O0, 4; + AL 3, 4; 

simple homotopy equivalence， 单 同 伦 等 价 ; JL 0. 

simple homotopy type， 单 同 伦 型 : FL 9; 

n-simple space, n fal 8245 fa]; JL 10; 

simplex, #2: = 1; | 

simplicial approximation, AB: = 1, 2; PY 2; 

simplicial cell complex, ALIKE SIZ: 四 1: 
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simplicial complex, 单纯 复 形 : El; 
simplicial homology, FU 同调 : PO 1; 
simplicial mapping, Atik ET: 四 2; 
simplicial subdivision, 单纯 重 分 : 二 2; = 1; 
singular cell, À FE: 五 2; 
singular chain, A F4: 四 2; H 2; 
singular cohomology group with coefficients in group G, 系数 在 群 
G 中 的 奇异 上 同调 群 : 五 5; 
singular homology, A Pli: 四 2; & 2; 
singular simplex, @ #2272: U 2; A 2; 
skein eaqtivalent， 拆 接 等 价 : 二 十 四 8; 
skein theory ， 拆 接 理 论 : 二 十 四 0, 8; 
skew tensor product, PHK; 
slant product, FIM: 7S 8; 
smash product, laf: /\ 3; 
smooth, HWA: i 1: 
smooth manifold, J6 MJE: F 1; 
smooth structure, WAA: 十 1; 二 十 三 0; 二 十 五 Di 
smoothing, 光滑 化 : 二 十 三 3; 
solid torus， 实 心 环 : 十 一 2; 二 十 四 6; 二 十 五 了，4; 
Solomen knot, Solomon 4124: 二 十 下 2; 
souswvalue ， 亚 赋值 : 十 四 2; 
spectral sequence， 谱 序列 ; 十 三 3; 十 四 2,5; 
spectral sequence of cohomology , ERA: 二 四 2; 
spectral sequence of increasing filtration, 上 升 渗透 谱 序 列 : 十 四 3; 
spectrum of CW complexes, CW BEW: 七 3; 
sphere theorem, 球面 定理 ; 二 十 五 3; 
spherical modification, MRA: 二 十 二 0; 
Spin 4-manifold, Spin 4 维 流 形 ; 二 十 六 7; 
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splitting map, 2 MERE): 十 二 6; 

splitting method, SB FE: 十 二 6: 

square upper i, 增 i 平方 ; 十 五 3; 

stable equivalent, 稳定 等 价 的 : 二 十 一 2: 

stable homotopy group, BERTE: A 8; 二 十 1; 

stalk of a sheaf, RAYE: += 4; 

standard solid torus, 标准 实心 环 : 十 一 2; 二 十 四 2: 

star, 27%: Z 1; W 2; + 4; 

Steenrod reduced power, Steenrod #4 A: FH 0, 3: 

Steenrod square, Steenrod 平方 : #0, 2: 

Stiefel manifold, Stiefel 流 形 : 十 一 7; 十 二 2; 

Stiefel-Whitney class, stiefel-Whitney Æ: tZ 2,3: 二 十 六 2; 

Stiefel Whitney number, Stiefel-Whitney #: ++ 3, 7; Zr 
— l; 

strutural group, 47f FE: 十 一 3; 

sufficiently large， 充 分 大 的 : — +H 6; 

surgery, ABER: FILO, 4; 二 十 二 0，1， 

surgery coefficient, AR RA: 二 十 四 6; 

suspension, WET, ABBE AT, Se: A 3; JL 8; 

switching, FE: 二 十 四 3; 


Tait conjectures, Tait 猜测 : 二 十 四 1, 9; 
tame knot, WMA: 二 十 四 2; 

tangent bundle, WAL: +— 1, 2 

tangent microbundle, AMWAY: 二 十 三 2; 
tangent space, WA], +— 1; 

tangent vector, NÉE: 十 一 1; 

tautness, AUR HE: 五 5; 

tensor product, KM: 六 2: 
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Thom class, Thom 类 : 二 十 二 3; 
Thom conjecture, Thom 猜测 : 二 十 六 7; 
Thom space, Thom 空间 : 十 七 0, 3, 6; 
Thurston conjecture, Thurston EM: 一 十 五 了 
Todd characteristic, Todd 示 性 数 ; 二 十 一 1: 
TOP category, TOP FR: 二 十 三 1; 二 十 五 0; 
topological manifold, 拓扑 流 形 : 二 十 三 1; 
topology, 拓扑 学 ,一 0; 
torsion coefficients, HA: 二 2; 
torsion product, BEA: 六 2; 
torus knot， 环 面 纽 结 ; 二 十 四 2; 
total Chern class, @#ARA8: F6: 二 十 一 2; 
total curvature, HR, 一 2; 二 十 四 3; 
total Pontriagin class, & Pontrjagin &: 十 二 6: 
total space of a fibre bundle, 纤维 从 的 全 空间 ; 十 一 4; 
total Stiefel-Whitney class, 4 Stiefel-Whitney 2%: 十 二 6; 
total Wu class, £ #224: 十 二 6; 
transition homeomorphism, FF: 十 一 2; 
transgression, BE: 十 四 4; 
transgressive, AJA REA: TI 4; 
transversality theorem, 横 截 性 定理 : FE 4, 6; 
transversal, RRHX, 四 3; F2; 十 七 4; 
transverse, fe BRT : 十 七 4; 
tree, #t: JL 2; 
trefoil, Zł: 二 十 四 2; 
triangulable, A = HAS HY: 二 2; 
triangulation, #837: 二 1,2; TZ 4; 
trivial knot, -? (L424; 二 十 由 2; 
tubular neighbourhood , 管状 邻 域 : 十 1: 
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twist, HB: 二 十 四 3; 
type of a quadratic form, 二 次 形 的 型 : 二 十 六 1; 
typical fibre, 典型 纤 维 ; T— 2, 4: 


unbranched covering space, Aar H Æ S jA; 

undercrossing, 下 行 的 : 二 十 四 2; 

unimodular, AMM. 二 十 六 1; 

universal coefficient theorem, 万 有 系数 定理 : 六 2, 3; 
universal covering space, HERZ #2 fal: A 1; 

universal fibre bundle, A A HEM: +— 7,8; 

unknotted knot, FEJLE: 二 十 四 2: 

unknotting number, ES. 二 十 四 3; 

unknotting number conjecture, BESTEN: 二 十 四 3; 
unoriented cobordism, ZH Hit: 十 七 2; 

unoriented cobordism group, WAHA.: HE 0,2, 6, 7: 
unoriented cobordism ring, Æ EE: +Æ 0,2, 7; 
unreduced cone, JEŻE HE: A 3: 

unreduced suspension, F2HL.X Ay # , FILE REN HE: A 3: 
unsoluble, 不 可 解 的 : 二 十 二 3: 

upstairs， 上 分 支 集 : —+ 4; 


Vassiliev’s invariant, Vassilev 不 变量 : 二 十 四 0,10; 
vector bundle, JJ BAL: 十 一 2; 
vector field, 问 量 场 : 十 二 0, 1: 


Wang sequence, EEH FF: 十 一 9; 
weak fibration, S927#E4h: 十 一 5; 十 四 3; 
weak homotopy equivalence, FRESH: 九 7: 
wedge product, HH. /\ 3; 
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Whitehead link, Whitehead 链 环 : 二 十 四 &; 

Whitehead theorem, Whitehead 定理 : JL 7; 

Whitehead torsion, Whitehead #: JL 9; 

Whitney lemma, Whitney 9| 理 ; 二 十 2; 

Whitney product theorem, Whitney 鳞 积 定理 : 十 二 3; 

Whitney sum, Whitney A: tZ 3; FA 3; 二 十 一 2; LFZ 2; 
Whitney trick, Whitney #32: +2; 二 二 0, 2; 二 十 六 0, 2, 3; 
wild knot, 对 性 纽 结 ; 二 十 四 2; 

Wirtinger presentation, Wirtinger Rih: LEHN 4, 7; 

writhe, ST: L FH 3; 

Wu class, RÆ: 十 二 6; 

Wu formula, RA; 十 二 56; 

Wu relation, RARD: TZ 6; 


Yang-Mills equation, -Mills 方程 : TW 5; 
Yang-Mills functioal, #-Mills % Ba: 二 十 六 5 
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